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随 着 全 球 弃 济 一 体 化 的 进程 ,企业 人 才 竞 争 也 步 入 国际 化 ， 
优胜 劣 沃 将 更 赵 明 裔 公开 。 我 等 均 需 充电 ,以 期 提高 素质 和 提升 
学 历 。 这 本 #《 高 等 代数 题解 精 料 让 旨 在 帮助 学 生 对 教材 中 的 考点 
融会 贯通 ,给 考研 人 员 以 更 丰富 更 实用 的 题解 信息 ,其 畦 点 有 : 

1. 罕见 的 试题 :本 书 所 列 试题 很 多 没 对 外 发 表 过 ,是 各 院 榨 
秘 而 不 宣 的 内 部 资料 ,诸多 考生 常常 为 获取 这 些 试题 而 然 费 苦 
心 。b。 本 书 试题 涉及 到 北京 大 学 、 清 华 大 学 复旦 大 学 .南京 大 学 、 
武汉 大 学 和 中 国 科学 院 等 100 多 所 名 牌 权威 院 麻 。 此 外 ,还 有 半 
国 、 俄 罗斯 、 日 本 、 澳 大 利 亚 等 国 的 试题 芭 解 答 。 

2. 经 典 的 解析 :本 书 恢 据 作者 凡 才 年 高 杭 教 学 生涯 的 经 脸 积 
累 , 对 各 种 考题 作 了 双向 归纳 。 一 向 是 对 考题 的 题 型 作 了 归纳 ; 另 
一 向 是 对 考题 的 解法 作 了 归纳 。 项 望 达到 扫 夸 引 五 的 效果 ,使 学 
生 和 考生 能 由 此 及 徙 ,举一反三 ,从 而 在 考试 时 挥洒 自如 。 

3. 便捷 的 结构 :全 书 共 分 9 章 , 章 下 面 是 节 , 每 节 又 分 若干 沙 
考点 。 这 对 于 考研 人 员 是 一 本 精美 完整 的 综合 复习 资料 。 学 生 可 
通过 章节 ,还 速 找到 自己 所 需要 的 考题 ,思路 明 订 , 重 点 突出 。 

由 于 本 书 集 知识 性 、 资 糙 性 .方法 性 、 庶 考 性 于 一 体 , 它 不 人 
是 考研 人 员 的 良师益友 ,更 是 理科 、 工 科 、 经 济 类 的 学 生 学 习 《 线 
性 代数 加 和 《高 等 代数 的 参考 书 , 也 是 高 校 数学 载 病 的 教学 参考 
资料 。 

本 书 的 目标 是 :提供 信息 , 才 您 领先 一 步 


钱 吉 林 华中 师范 大 学 数学 系 
2002 年 8 月 
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第 八 章 ;一 矩阵 ， 
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人 


和 和， 佚 在 其中 央 1 学 志 ， 检 在 看 中 央 。 
人 


府 答 


第 一 章 ”多 项 式 


$ 1 概念 . 根 


【考点 综述 ] 

1. 数 域 (1) 投 号 是 复数 的 子 集 , 若 0E P,1E 忆 , 且 如 果 中 中 皇 意 两 个 
数 的 和 \ 差 . 积 .次 ( 除 数 不 为 零 ) 的 运算 结果 仍然 是 户 中 的 数 , 则 称 疡 是 一 
个 数 域 ， 

(2) 任 何 数 域 都 包含 有 理 数 域 ,从 而 数 域 是 无 限 靠 . 

(3) 数 域 有 无 穷 多 个 ,其 中 最 重要 的 有 复数 域 _ ,实数 域 尺 和 有 理 数 
城 @- 

2. 多 项 式 的 概念 〈 设 * 是 一 个 文字 ,请 是 教 城 , 形 如 

ai 二 可 -1 二 是 非 负 整数 ) 全 

表达 式 , 称 为 数 域 P 上 的 一 元 过 项 式 .中 上 一 元 多 项 式 的 全 体 记 为 Pfx]， 

(2 如 果 作 式 中 m 关 0. 称 它 为 半 次 密 项 式 , 零 包 项 式 不 定义 次 数 , 多 项 
式 /xz) 的 次 数 记 为 a( sy) 或 次 (ms)) 或 dx)) 等 ， 

3. 根 人 ) 设 庆 人 = 本 久 二 本 -1 种 -1 了 二 @] 二 G0 友 呈 | x] ,车 有 天 
有 入 有 外 =0, 则 称 8 为 扩 *) 的 一 个 根 或 零点 . 

(2) 有 是 多 项 式 大 汪 的 根 业 (xx - 有 17 护 <)， 

{3)a(nz1) 次 复 系数 多 项 式 ,在 复数 城中 有 nm 个 复 根 { 重 根 按 重 数 
计 ) 

一 般 , 数 域 尸 中 mn 日 次 煞 项 式 , 在 P 中 根 的 个 数 不 超 过 > 

(4 和-1= (ET 一 ET ET) 
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宁 罗 
其 中 e= oo 年 +i si 全 ,en=1， 


(3) 设 所 xz) = am+ mm ttt+a 其 中 miEZ 若 丸 z) 有 一 


全 有 理 根 二 (其 中 r,5 瑟 车 ,网 starliao. 

特别 , 当 四 =1 时 ,x) 的 有 理 根 都 是 整数 ,而 且 是 ao 的 因数 . 

4. 根 与 系 效 关系 { 二 设 所 让 ji 本 名 二 本 -1 台 开 二 二 二 演 ]， 
国产 站 如 果 它 的 个 根 记 为 op 册 


十 人 寺 二 一 一 


(2 如 果 记 辣 = 知 和 干 妇 二 寺 基 3 鸭 = 和 区 二 智和 二 
= zx2…2n, 痢 称 它们 为 初等 对 称 多 项 式 ,那么 美 于 轨 ，… 和 的 任意 对 称 
驳 项 式 都 可 表示 为 初等 对 称 煞 项 式 的 多 项 式 . 

5. 设 痢 引 EF 站 守则 扩 <) 没 重要 二 (CCx) Fr) = 1 

扩 z 有 重 根 =( 所 xs ,PCs) 天 1 
【经 典 显 解 】 

1.! 中 国人 民 大 学 ,1991 年 ) 多 项 式 六 zx) 除 以 mx - 50eF 信 所 得 祭 式 
汐 

稚 凡 二 )， 

解 设 护 z=(ax- 的 gz) + 用。 外 

将 z= 写 代 入 @ 式 ,得 凡 雪 ) = 4. 直 商 式 和 用 式 唯一 性 即 得 . 

2.1! 河南 志学 设 所 2 切 为 一 雪 项 式 , 若 

并 + JI= 拆 二) 所 洒 )， 4#,TE 内 由 

疯 扰 xy=0 或 雹 <)=1. 

证 如 果真 *)=0, 则 证 毕 , 若 成 *) 关 人 由 护 25] = 并)， 

那么 As) 只 能 是 零 次 多 项 式 , 令 不 x)] = 4 关 0. 又 因为 4= AO) = 成 0+ 
们 = 0= 人 = 此 即 下 zs)= 1 

3.{ 自 编 } 设 呈 是 一 个 数 集 ,有 一 个 非 秘 数 asE 疡 , 且 己 关 于 减法 , 降 


高 普 代 数量 解 精 粹 


法 (除数 不 为 9) 封闭 ,和 证明 疡 是 一 个 数 域 . 
证 “eaEP，-0=o-eEP,l= 生 EP， 
Yxry 和 ,那么 x+y=a- 旨 -7)E 疡 , 即 证 加法 封闭 . 
yaiyE 忆 蒋 =,y 中 有 一 为 0, 那 么 汞 =0E PP. 若 条 z0D, 那 么 


jy= 工 所 叱 - 从 而 证 明和 多 法 封闭 . 


嫁 上 可 知 ,P 关于 加 法 .三 法 . 猴 法 . 队 法 都 封 阿 ,所 以 天 旦 一 个 数 域 . 

4.1! 北 京 大 学 ,1992 年 ] 试 就 实数 域 和 复数 域 的 两 种 情况 , 求 所 *) = 
内 + 如 -1+… 二 + 的 标准 分 解 式 ， 

解 全 8xz=tz-T) 访 xi. 刚 gx)=i1-1. 那 么 


中] 一 【一 人 一 人 二 
的 2 
其 中 = = oos 总 T+ian- 


(1) 币 四 式 可 知 , 近 zx) 在 复数 城 上 的 标准 分 解 式 为 
所 
(2 因为 手 = et 0<A<na+l), 并 直 由 式 可 知 ,FAx) 在 实数 域 
的 标准 分 甫 式 ,让 分 为 两 种 情况 : 
(| ) 当 nm 


折 z)=( 巡 一 2aem 1] 十 ( -2qem -+ 习 拉 - ?zeowe -+ 1. 
《 | ) 当 ， 为 奇数 时 ， 


汪 人 ea 1( 妇 - 2xom -| 是 于 


和 (0 


了 TS 上 到 + 1 


5.【 中 山头 学 ) 设 ,5 是 正 整 数 ,P( > 3) 为 索 数 ,e = coe 生 + ian 全 
为 户 次 单位 要 ,证 明 ， 

【和 十 由 这 在 十 大 并 加 十 人 证 寻 -18= + 

证 把 看 成 一 个 文字 ,那么 四 + z 在 复数 域 中 有 p 个 模 , 它 们 是 
一 已, ~- 擂 直 1 

古本 配 一 《站 十 直 计 各 十 计 氏 和 站 十 本 让) 人 十 训 

6 华中 科技 大 学 )} 设 不 可 约 的 有 理 分 数 。 是 整 系数 多 项 式 


= oao + + 全 的 根 , 证 明 :glan,pla，， 
囊 
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证 因为 。 是 冈 =) 的 根 ,那么 (= - 全) ze) ,从 而 (人 -LA(s). 因 
为 p,9 瑟 束 , 所 以 -是 本 原委 项 式 [( 即 笋 项 式 的 茶 数 没有 和 异 于 + 上 1 的 公 
甸 子 )， 

站 = (于 14 和 
比较 两 边 系 数 ,得 ao= 台中 = - 甩 0 31an,plan. 

7.1 上 海 交 通 大 学 }) 著 ( 科 + 内 + 只 + 和 Ts 帮 (55) 十 姑 放 [好 ) 
13)+ 丰 ( 呈 )]， 

这 里 月 fx) ,fx 月 (sx 为 实 系 数 几 项 式 , 求 证 ， 

大 (DD=0， (= 1.2,3.4). 

证 设 节 -1 的 5 个 根 为 levesiea,et, 其 中 ec= oos 笃 +iain 佐 ,e5= 
加 

那么 难 + 本 + 洒 二 有 = (一 上 有一 名 (一 ELE3， 
et 互相 相同 , 具 记 为 上 = Etye2= 6a,E3 = 6164= E4. 

由 候 设 可 得 

eintD+eeptD+euRG)+ 0)=0， 
色 3 及 (1] + ER 人 +ep0 + =0， 
外 矿 () + 旺 P0D + 总 及 (1J + AI) =0， 人 
氏 用 (+ 负 (1 二 ER 二 FE) = 人 0， 

由 范 德 棕 行列 式 可 知 齐 次 方程 组 中 的 系数 行列 式 不 等 二 0 

(CD=O (ie12.3,4). 

8.《 西 南安 通 大 学 ) 设 忠 xz,8i 是 两 多项式, 且 厌 妇 ) + 好 (好 ) 可 被 
姑 +<+1 整除 , 则 扩 D)=81)=0， 

证 设 +*+1i 的 两 个 复 根 为 ,8. 则 上 = 有 房 =1. 

因为 迪 +x+l=ftxz-eaix- 及 ,由 于 

(一 9 并 一 晤 [天 旦 ) + 过 (2]， 
as 人 

厌 序 1+ 肛 (及 )=0. 成 人 + 席 ()=. 

解 得 大 和 = 有 (= 

9.1 清 华 大 学 ) Axz)= 妇 +6t2+3pr+8, 试 确定 p 的 值 ,全 Ke) 有 重 
很 ,并 求 其 枢 . 

解 广 (xy=30o+d48+p)， 求 [Ps ro0xzh 天 |， 


上 


立 2p 
1 卢 直 二 
1 丰 瞩 

疡 -4 4 一 


【 切 当 号 =4 时 站 FF TI) = 十 十 汪 十 和 

则 x+2 是 所 xz) 的 三 重 因 式 , 则 可 得 … 扰 yx)=(z+2)， 
这 时 站 *) 的 三 个 根 为 -2, -2, -2 

(2) 若 p 关 4 那么 表 中 还 可 以 继续 败 下 去 


了 -了 
让 +5 
当 P= -5 时 ,这 时 (FF xz))==*- 工 
即 *-1 是 不 x) 的 二 重 因 式 ,用 (x - 1 除 大 x) 得 商 式 x+ 8. 
2 
这 时 丰 3) 的 三 个 根 为 11, -8. 
10.【 武 汉 大 学 ) 问 多 项 式 


有 无 重 根 . 

解 天 za)= 疡 (z]+ 若 ， 中 

若是 扎 x) 的 重 根 , 那 么 丸 e)= 请 (ae)=0. 代 入 四 得 ae=<0, 介 0 不 是 
天 < 的 根 , 故 上 xz) 无 重要 . 

11.{ 澳 天 利 亚 数 学 竞赛 题 ) 设 xi ,xs 为 方程 好 -62+w+ac<n 
的 三 个 根 , 使 

(s1-13+(xz-2310 330 机 

的 所 有 实数 e, 并 对 每 个 这 样 的 上, 求 出 相应 的 ri ,sxs， 

解 令 y=-2 代 人 厌 方 程 得 
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yy 对 (ea-l2)r+(3m-16) = (全 
xxz2y%3 为 怕 方 程 的 三 个 根 ,那么 科 二 略 | 一生 ,ya 天 % 一 守 ,y9 二 3 一 了 
为 号 的 三 个 根 .所 以 


和 = 说 + 得 十 和 = 十 和 + 和 二 [73 一 下， 过 
在 代数 中 有 公式 

对 二 一 了 二 二 你 二 人 ) 十 3 本 已 
在 @ 中 令 x=yi+ly=jmz= 和 -1 并 和 注意 @ 式 ,那么 四 式 谈 为 

0= (和 +1 关 + 网 + 轨 -1=30 和 + 一 1 地 


TI= -1 或 岂 =0, 或 ma=1. 
{1) 当 ?1 = -1 时 ,xi=y*+2=1. 由 于 苹 ] 为 原 方 程 的 根 , 特 xi = 1 人 和 代 人 
方程 ， 


…1-5+a+EcT0. 解 得 a= 卫 . 
人 全 


这 时 ,由 @@ 得 

= 和 = 全 (GTVY 本 )u 和 = 三 (5- V 允 )， 

(2) 当 六 =0 时 , 则 思 = 入 +2= 2, 代 人 原 方程 ,可 解 得 e= 攻 
-64+tes(z-20xz-a(z- 四 )， 

可 得 =2+ 卫 vV 卫 ,ma=2.m=2- 全 V 盏 

(3) 当 为 =1 时 , 则 妇 = 为 +2= 3. 代 人 方程 可 求 得 e= 学. 这 时 有 
ii (+ 全 )a= 辣 (全 )ma=3， 


12.{ 狐 罗斯 大 学 生 数 学 竞赛 周 ) 设 几 x*) 是 整 系数 多 项 式 , 若 FI(0) 与 
大 昌都 是 奇数 ,求证 :上 zx) 无 整数 根 . 


订 强 关 xz)= 本 和 + 上 二 其 中 国企 世 心 
让) 们 站 0 是 奇数 ， 地 
上 = mt+…+eal+ao 是 奇数 . 二 


由 四 知 扎 z) 无 偶数 根 . 因 为 设 2d4E 2 则 

Ai2 人 =a(28)a+…+a(2d)+ oa 是 奇数 , -2d)s0. 

再 证 坊 x) 无 帝 数 根 .六 为 

的 2d+1= 如 (2d+1)s + +@(2E+1)+m 二 


三 ) - 加 得 


高 葡 代 到 题 币 精 入 


扩 2d+1-RD=w[2d+ls -b+…+a[f2d+1y-1 塌 

由 全 右 端 知 72d4+1t) -AD)=2sEZ， 

2d+1T= AD+2s 是 奇数 , 即 产 24+ 1z0 从 而 得 证 访 x) 无 整数 杠 . 

13.! 北 京师 范 大 学 ) 证 明 : 一 个 非 零 复数 ce 是 某 一 有 理 系 数 非 替 儿 项 
式 的 根 必要 而 且 只 要 存在 一 个 有 理 芭 数 韦 项 式 几 x) ,使 得 _ = /(a)， 

证 ” 先 证 充分 性 . 设 靖 *] = b+…+ 有 5+ 加 其 中 六 是 有 理 数 (= 
站 1 , 且 一 = (ae), 即 一 一 上 吓人 

二 

念 中 3 和 则 gz], 且 六 wx)= 人 0 

再 证 必 横 性 . 设 = 是 革 一 有 理 系 数 非 零 雪 项 式 上 2 的 根 . 

【1 落 请 (二 ) = em 十 二 其 中 国 基 号 拓 恰 ( 人 = 站 ,1 , 现 》 

由 于 0=piecy= cnt+-…eg+coo 那 各 

1 2 1 修 


2 


令 扩 = -和 和 -1- xz- 闷 ,由 四 有 工 = 的 o. 
en 2 本 
(29 著 中 = 二 【 避 关 站 3 其， 二 部 人 = +1， 


ea 十 
册 于 azD. 由 思 有 ca + ed 和 从 而 化 为 上 述 情 训 有 
械 _- 名 ml .Sr  tl 
站 Eee ce 二 

令 AD= -et 那么 由 @@ 有 二 = 有 o). 


如 
14. ( 尝 中 师范 大 学 }) 录 证 实 系 数 三 = 次 方程 岂 + exwz+ 由 +ec=N 人 的 二 
根 的 实 部 均 为 负数 的 充 要 条 件 是 ao>0,c>0, 中 -cc>0. 

证 (1) 先 证 必要 性 . 设 此 方程 的 三 个 根 为 sm ,za , 科 . 分 两 种 情况 . 
【 j 1) 当 亦 | 9 贞 3 元 是 三 个 负 实 数 时 . 那 各 
让 = -TY 二 2 + 30 ee= 一 %1%3%3 从 - 
机 -ee= 一 [xd+32 十 和) 区 | 于 于 于 | 于 中 关 2 区) 二 区 | 全 2 区 

= 一 ACEIA2 十 AN3 + W233) 一 工 由 一 和 下 十 放生 3 

= -3t2- 妇 嫩 一 2 让 下身 
其 中 必 二 万 1] 二 2 二 放 [ 3 十 讶 3 过 3 > 了 间 . 


(i 当 xi<0xz=e+ 有 ,xza=e- 记 ,其 中 上 <o0pzxe0 时 , 那 委 


高 等 代数 题解 精粹 


5 和 ax0soss= e+ 康 >0. 

人 二 和 二 3 人 0 

由 = xf(xod+ io) +2ox<2et+o+ 并 >0. 

<= 一 Xixzk3= 一 So + 外) > 

础 一 写 二 一 2 (e+ 床 )- 2afeo2+ 妆 ) -2a 时 -4a2zl+ 茹 [ez+ 床 ) 
= -2afo2+ 凶 )] -2 -4o2xl > 


《2 再 证 充分 性 ,由 于 > De > 中-e>0，-， > 二 >0, 即 此 方程 的 


系数 全 为 正 实数 ,从 而 此 方程 无 正 实 根 ,县 避 也 不 是 方程 的 根 , 设 xi ,za ,za 
为 此 方程 的 三 个 根 . 

《| 7 当 rz3 均 为 实数 时 ,出 上 可 知 xj < 0,xz xD, xz < 站 

《和 ) 当 ri<D0xa=al+ 有 ixw2= 4 一 由 工 【5 天 四 时. 

质证 as: 产 0. 否则 ss = 1 妇 = - 57 那 委 

好 一 -5 二 = 床 ,e= - % 良 ， 

牛 -es 一 的 尿 +5 怀 =0. 耶 盾 .。 ai 天 0. 

在 证 al< 少 用 反 证 法 .车 ml > 人 0, 那 么 

再 二 和 33 十 于 1 %3 二 攻 2% 二 了 ES 二 【 人 十 上， 

由 一 《时 +)=2aixl<dN(0O< = 一 4 <D)， 
= -5 时 + 归 ) + 本 = 一 寺 ， 
沉 ] 


和 e > 昨 . 
| 


2 一 上 = 也 丰 +2ail= 动 +261 由 > 本 ， 
此 即 由 - e<0; 矛 盾 . … ai <. 

着 | 2 守 
15.( 华 中 师范 大 学 ,1995 年 ) 设 Falyzays)= | ma 


区 2 区 帮 


,计算 


此 3 级 行列 式 , 并 将 它 表 成 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 . 


解 『= xi4+ 2 十 2 一 习 ] 生 3 


南车 代数 朵 香精 棱 


其 中 好 过 和 十 省 2 十 症 有 
好 了 二 世 T 二 了 十 必 1 尼 十 二 2 区 3 


如 3 品 天 1 十 了 旋 3。 


= 四 +4o+ 可， 他 
售 32=0z= 委 =l 由 心得 2=8+24,…4= -了 3， 
中 -3oroa+ 吕 :， 四 
他 =m=ixa= 一 1 由 人 得 4=1+3- 昌 .号 =0. 
FF= 上 -3olo， 
16.【 潮 北大 学 ,2001 年 ) 设 a,8,y 是 方程 内 + 克 +8=0 的 三 个 根 , 则 
如 月 和 
行列 式 |> 月 | = 


且 y 
答 几 由 上 题 知 ， 

原 行 列 式 = 归 + 床 + 访 -38 = 上 -3aoz=0 

因为 其 中 al =e+p+y=0om=m+oy+ 且 =P 

17. ( 洲 北 大 学 ,2000 年 ) 判断 (对 填 “Y” , 错 填 “N”) 

(PP= [ta+tby3la,sE ai 是 一 个 数 域 (  ) 

(2) 数 代 上任 和 何 密 项 式 的 次 数 都 大 于 或 等 于 零 .f ) 

(3) 设 六 xz) = oz+…+ox+ao 是 整 系 数 多 项 式 ,z= 了 少 是 Ffzxz) 的 理 
数 根 , 则 点 | an. ) 

答 《DY， 《2)N.… 堆 多项式 没有 次 数 ， 【3)Y， 

]8.( 潮 北 文学 ,2000 年 } 全 庆 旭 = (3 的 - 克 + 阳 -人 二 二 上 
+ 吗 +… 寺 ]), 求 瑟 汪 的 奇 次 项 系数 之 和 ， 

解 … 诊 -xx)= 拟 z), 7x) 是 蛋 函 数 ,…A(zx) 奇 次 项 系数 全 为 中 

… 其 奇 次 项 系数 之 和 等 于 

19.( 北 京 大 学 ,19931 年 } 设 拟 xz)=6 寻 +3 归 + + 扩 一 1 人 [= 24 
-2om + 二 双 - 5 好 -4, 其 中 xb 是 事 数 , 试 求 出 使 Kx),g(x] 有 公共 有 理 
根 的 全 部 a,z ,并 求 出 相应 的 有 理 根 ， 

解 令 p(r)=48(z]: 则 Aixz)=4x4 -gar+ 322- 20 如 -16. 由 于 
Atxj) 与 ECxz) 有 相同 的 根 . 从 而 可 求 六 xz) 与 Agx) 的 公共 有 理 根 ， 

丸 z) 可 能 的 有 理 根 为 :二 |, 土 本 ,+ 二 ,二 二 

&(x) 可 能 的 有 理 根 为 :+ 1, +2, 上 4,+8,+16,+ 上 十 , 土 二 . 


询 葡 代数 量 解 畏 桂 


因此 它们 公共 有 理 要 的 可 能 范围 量 + 1, + 二 


(0) 堵 XID=0,hCD=0 时 ,得 | wa| 人 


31 
2 好 = 一 8， 
(2) 荐 人 -D=0M-D=0 得 | -一 | 人 


ga+204 = 9， -将 
-各 . 
~ 也 不 是 矶 xz 与 中 x) 的 公共 有 理 概 ， 
> 了 工 、 他 一 立 丰 二 寻 四 3 站 ， 
(3 车 九 - 去 )=0.8(- 去 )=0, 得 | 0 解 得 =< 王 ,= 
世 , -二 也 不 是 成 s) 与 &( 和 的 公共 有 理 根 . 
RISE a+2zh=1l 四 
(4 着 护 却 )= DA 到 )=0 得 | 解 得 ae=5,= -2. 


-. 仅 有 二 是 天 s) 与 8(x) 的 公共 有 理 很 ,此 时 = 5,5 = -2， 
20.! 美 国 数学 竞赛 题 }) 设 * 是 正 整 数 , 求 一 切实 系数 多 项 式 A(z) = 
an + ax+… 二 am 和 业 足 等 式 
抽 PLx)]= [LTz)]t， 中 
解 11) 者 六 xz)=0. 显 然 满 足 中 趟 . 
t2) 若 成 妇 0. 设 3(As)) = 则 
BCLRARxi]= 到 ，BLXr)] = 咕 . 
由 亿 式 知 好 = 不 .mm= 人 或 详 = 大. 
{ 1 ) 当 m= 四 时 ,这 时 天 xz) = am 天 0 由 四 式 有 有 m = 申 . 全 
当 上 =T 时 , 扩 xz)=m, 其 中 om 可 以 为 任意 非 汐 实数 . 
当 有 >1 时 , 若 大 为 奇数 mm= +1, 若 上 为 偶数 ,an = 1. 
《ii ) 当 于 = 天 时 ， 央 站 = ms 二 和 二 0 


形 六 门 = 人 二 “本 和 二 < 十 他 | - 上 十 二 0 二 -1 后 
二 0 十 a0- (二 

LA 二 (ai 中 

比较 号 ,由 的 首 项 系数 得 

1 ,人 二 二 


商 葡 代数 题解 精粹 


再 由 四 二 国外 有 

aa 加)+=1 
et-= 本 -2= = 才 =a=0 xz)= 光 . 

综 上 可 知 , 护 s 有 以 于 几 种 可 能 : 

《| 所 < = 小， 


《证 ) 当 #= 0 为 偶数 时 ,As)= 1 

《ivY) 当 m=0Dk 为 大 于 1 的 痛 数 时 , 扰 要 = -二 

[73 当 上 = 二 时 ,让 zj = 丰 ， 

21.[ 美 国 大 学 生 数学 竞赛 题 ) 求 三 次 方程 ,使 其 三 个 要 分 别 是 三 隐 方 
程 +mz+ 才 +e=t 的 兰 企 栓 的 立方 . 


《i) 当 上 =0,= 时 ,六 xz)= aoyoa 为 任意 实数 . 


解 设 阅 2: 妇 是 妇 +axd+ 巡 +e=0 的 三 个 根 .那么 

好 二 碍 十 三 =《 和 二 和 扫 二 妇 生 一 3 十 和 村 和 有 生生 2 二 33 和 区 十 
3x1xoxq ~- 一直 +3c， 

好 妇 + 本 碍 + 旭 则 = (生生 十 妇 姑 十 各 区 )3 -3 和 是 生生 二 和 二 3 

十 1X3 十 富生 

= 归于 ale +3c2. 

好 好 好 = - 导 ， 

认 入 以 j, 允 ,xz 为 根 的 三 次 方程 为 

入手 加 +3 反 -3c)2+( 妇 -3ai+3cy+ecs= 昌 . 


$2 因 式 .最 大 公 因 式 、 不 可 约 多 项 式 


【考点 综述 ] 

1. 整除 和 因 式 《1) 设 As),egfx)E PTx], 若 存在 ifz)E Pi x], 使 
vi1= Ex)AK) 则 称 8(x) 整 除 护 z), 记 为 gx)1L7(xz) ,否则 称 为 gx) 
小 能 回 除 卢 z). 记 为 有 2 人 及) 

(2) 荐 gz)LALx)》, 则 称 ez) 是 这 z) 的 一 个 因 式 ,或 称 As) 是 8 xz 的 
依 式 . 

(3) 兰 gx) 天 0, 则 gx) resgz) 除 六 zx) 的 余 式 为 霍 多 项 式 . 

2. 整除 的 性 质 【SILAslcre gslad As) 其 中 ezEP 且 
(过 天 站 

(2)86x1 7x#) 一 ExJ)LRs)Az) ,其 中 四 z) 是 于 xz] 中 任意 多 项 式 . 


高 可 作 斤 理 圭 精 条 


(33 扎 和 | 让 主 放 可 人生 | 下 (全 js 抱 ) 丰 x)， 

(qd] 抽 xj 与 8x) 可 以 互相 整除 一 站 xz) = 引 [(x) ,其 中 上 为 非 零 常数 . 

(SRxz)lSgtx) 人 = 1 2… mm) 则 

天 本 1 福生 (2 有 (xz), 其 中 几 (z(i= 12,…,mm) 是 P[xz] 中 的 任意 多 项 
式 . 

3. 最 大 公 因 式 (1) 设 挛 zgfzicP[x], 若 存在 以 x)E plz], 个 得 
过 siRSDECxRCx) 且 生 史 xs 9 人 xD)1STx) 都 有 P(z)1ds) ,出 
称 以 2 为 六 < 与 有 fx 的 重大 公 因 式 ， 

(2) 若 gx 是 所 sex 的 最 大 公 困 式 , 则 "以 z) 也 是 天 z 与 gz) 
的 最 大 会 因 趟 ,其 中 e 为 非 震 常 数 ， 

(3 并 让 ss) Ex) 是 首 项 系数 为 ] 的 坊 z) 与 52 的 最 大 公 因 式 ， 

(4)j 若 所 zx)= 8(x)gfxz)+r(zc)，Etz) 天 0, 则 

(CRKx],gz))7= (ECs)yrfs))， 
(5) 关 xj gx 和 Ps)z0 册 存在 wufz),ofxzlEcEP[z], 舍 得 
【成 ) 可 人 和 二 Ex) 二 名) 

4. 妇 案 (或 互 质 ) 《IFXzgfzg Bfs], 如 果 (Kzysfz)) = 1, 则 称 
坟 拓 与 gx) 互 索 ， 

(2 儿 所 zjtz = les 翌 xxzjntx) 使 得 ov +aCYJ8Cr) = 1， 

《3 所 zi) 二，Rx)=1 所 )1C). 

4 户 Cs18C) TAXS) fxz)) = 1=> 及 (xz) 户 (xz)18fx)， 

5 , 不 可 约 名 项 式 【17 人 Ps, 昌 守 (xz) 关 1 如 果 六 xz 只 可 能 有 
两 类 因 式 ,c 和 听 x) ,其 中 ec 为 非 零 带 数 , 则 称 起 x*) 在 户 上 是 不 可 约 的 . 得 
则 称 为 可 约 的 ， 

[2) 在 复数 城 土 ,不 可 约 煞 项 只 能 是 … 次 式 :az + 访 ， 

3) 在 实数 域 上 ,不 可 约 多 项 式 只 能 星 一 丈 式 上 + 或 判别 式 涉 于 灌 
的 二 次 起 几 2+ 政 +e 其 中 心 = 归 -doc 

(4) 在 有 有理数 域 上 存在 任意 高 次 不 可 级 多项式 . 

(5) Bisensein 判别 法 5 有理 不 斌 六 夫 项 式 ) 设 

所 轴 = Ga 

是 一 个 整 系数 多 项 式 , 若 存在 一 个 罕 数 p, 使 得 满足 下 面 3 条 ;( | )p+a， 
《了 本 (人 5 定 - 1 放 )Pao， 

则 大 x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 
【经 典 题解 ] 

22.( 北 京 大 学 设 及 xz) ,8xz) ,所 xc 是 实 系数 多 项 式 , 且 


高 等 代数 题解 宵 粹 


(xz2+iis)+(s+1)As+(Y 一 2Bfz)=0， 
《2 二 1) 天 fx TY 起 有 sf 二 28CYs) = 有 0 
出 六 z) ,gz 能 被 莽 + 工 整除. 
证 社 1 (xz- 蕊 x 人 -1x+jx 二 ,整理 有 
(x+1D[(w 一 1 《二 1 有 [we =Gxgfx)， 
+115x gx 但 信 叶 176x) = 1 
《ELSTY). 
类 似 可 证 (xz+ 1)1 丰 x)， 

(+ 天 划一 2 人 二 


证 法 2 x= :代入 @,@ 查 { 二 讽 #)+(i+28C iD， 


解 得 乓 和 间 = 有 亲生 站 人 有 CC- 凋 18(x). 

类 做 将 * = -工人 代 和 人 ,可 得 式 - 刘 =8f- 六 =0， 

人 LRCY)， 

(1 六 x+)18Cx)， 

23.[ 中 国人 民 福 学 ,1991 年 ] 车 (*- TIFt), 问 是 否 必 有 
fa - 11Rsa), 若 不 成 立 , 举 出 反例 , 若 成 立 ,请 说 明理 由 . 

解 成 立 .sz-TLt) 天 = 路 即 (xz -Taz), 那 么 存在 
Stz) 合 得 

扰 3) = TBz 抱 扣 )= 《18 如 )) 此 即 有 ( 枯 -131 扩 加 )， 

24,[ 新 江 大 学 】 设 扩 xz) 和 gz) 是 数 域 户 上 两 个 一 元 多 项 式 ,为 给 
定 的 正 整 数 .求证 :Kx)1g(x) 的 充 夏 条 性 是 产 (xz)180x)》 

证 《1) 先 证 必要 性 . 设 关 xz)1g8x) gx) = 大 <) 丰 xz) ,其 中 心 (x) 去 
PLx], 两 边 站 次 方 得 中 (zz)》= 丰 区 xz 本 (xz) 全 1 本 fx) 

( 轨 扫 证 充分 性 . 设 广 避 *)1 本 (xy》， 

(j 和 北 天 x)]=gft=0: 则 所 <)18(s)， 

《ii 若 扰 85) 不 全 为 个 则 全 ds) =(Rx) Exz)) 那么 

所 = 及 (= 心 

= 了 =) 

xx) 存在 下 (sx)cEPfz], 使 得 六 (=) = 产 x)-Cz) 

(= 人 (xx) 关 (xx]v 严 (zx 

两 边 销 去 必 (x) ,得 时 (xz) = 形 (x) 丰 (xs)。 凤 

由 多 得 AIx) 1 站 (x) ,但 (CCz) afz]))] = 三好 -02)， 

这 样 继续 下 去 有 请 (zy18Iz] =]1. 但 (有 (ze) 让 (xz)) = 1 及 (二 ) = ee， 


其 中 * 为 非 零 常数 . 


全 怠 


高 葡 代 数 题 角 精 粹 


成 刘 二 人 让 [z = 的 荆 人 

25.{ 自 编 ) 1) 多 项 式 扎 x) 设 有 重 因 式 的 充 旨 条 件 是 (Cs),P(x)) = 
]; 

2) 如果 六 (xsLx) 区 扎 *) 有 mm 重 根 ,其 中 中 = 3( 扎 s)、 

证 (1) 先 证 必 于 性 . 设 六 gj)=efz-eafy- 下 ) 人 5- @) 其 中 图 oa 
… 和 如 百 丰 相同 . 则 

六 人 [人 
-sx 1)]. 

可 证 tx- @ 首 Pi=12…mn 从 而 大 妇 与 拓 x 无 一 开 利 一 虚 
以 上 的 公 因 式 , 即 所 zx) 与 xz) 只 有 非常 数 公 因 式 ，… (大 xy,PCz]=1 

贞 证 充分 性 . 设 (Az) .Pr = 1, 用 反 证 法 , 若 FCxz) 有 革 一 个 重 因 式 
(xz 区 人 2) 那么 [xz -LOz) ,这 样 Cz 521Kx) PCz)) ,这 
与 (大 3 px 下 盾 ， 

(2)1 1 ) 当 P(x)= efez 的 , 命 征 尼姑 成 立 ， 

(1 ) 若 3 xy>0. 并 设 加 ,al 且 关 (全 ] sf 一 本 ) 三 (让 一 Ga) 入 
(xz -站 -由 于 有 人 Ps) = 一 | 


并 届 
而 PCxzifzx), 弃 设 

诉 和 = 和 

1 二 )) = 地 
将 山 代 人 地 ,可 得 


(一直 + 站 (有 全 古 Be)) = 人 0 
这 就 是 说 天 (x) 只 可 能 有 根 ai 且 重 数 为 -上 .所 以 的 有 站 要 am， 
即 亦 *)= efx 一 人 
26.! 华 中 师范 大 学 ,2002 年 ) 设 p 是 于 数 ,a 是 整数 , Fr) = az + 下 
+1 且 天 aa+1l 证明 : 扩 x) 役 有 有 理 根 . 
证 人 xx=YyY+1 则 
EL 和 = 大 y 二 1?= ay+ 雪 +py+ly+1l 
=(eg acg 1+ acp +e)TIyr 二 PP 
= ep 十 的 2 二- + 下 二 和) 二 【人 在 填 产 十 1 
= 外 二 
其 中 本 =a 名 = 友和 =(a+1)p; 加 =(e+1)+P， 
【1 
{27p 加 -车 吕 下 , 即 pg8, 风 二 = 应 . 站 > 


商 基 代数 是 昔 畏 炉 


而 天 fa+ 了 ,fa+1)= 了 2 本 

外 -由 

1= pm=pfm-s) 于 ， 

下 

(3)p 让 如 ,否则 严 150, 即 天 Ie+J)+pP2Ie+]). 

,… 下 1p 耶 盾 . 

由 艾 森 斯 坦 因 判 别 法 知 &(7 在 如 上 不 可 得 .但 gr) 与 培 妇 在 如 土 
有 相同 的 可 约 性 ,… 矶 xz) 在 少 理 数 域 上 不 可 约 . 

327-( 云 南大 学 ) 假设 护 纪 是 复数 域 中 的 m 次 多 项 式 , 且 ADOT =0 令 
Elfz) = 本 (xj 证 明 : 如 果 六 xz) 的 导数 xz) 能 够 整除 gfx) 的 导数 太 ( xz)， 
则 gfz) 有 na+t 重 等 根 ， 

证 …FA0) =0， 二 

中 21= 生 (zw)+ 厂 (x) 地 

由 题 设 知 让 (xz 18 xz) 从 而 由 加 式 可 得 F(Cx)1Fx). 由 第 妈 题 的 
(2) 知 所 *) 有 重 根 , 由 中 式 知 0 是 六 xs) 的 模 , 这 样 六 是 交 x) 的 重 很 , 即 
大 5 Cs 人. 

… 吉 = 5 一 ea, 即 证 gz) 有 at+1 重 零 根 . 

8.( 新 江 大 学 设 站 zj),g(z) 都 是 P[x] 中 的 非 零 多 项 式 ,县 gf(x) = 
ix) 这 里 症 尖 1, 有 车 (rz)sitxz))=1sfxzlz), 证明 ;不 存在 
HTEir Er 旦 rr)zN0 Bfrfz)< Srsrxi) 合 

民 贡 -区 2 四 

SCz) snfx) 拉 -1U0xygKx)， 

证 ”用 尽 诈 法 , 若 有 在 PCx)rfx) 使 中 式 成 立 ,那么 用 gf2) 乘 合式 两 
端 , 得 

所 鳄 = 的 二 (esf 过 

FS) sz) 及 (zfz) 由 四 式 有 sxz)ir0x)v gfx) 但 
(stxjerz)) =1 sz)irxs) 这 与 Brlz))<a0sfz)) 盾 ， 

23.{ 华 中 师范 大 学 ,1998 年 ] 设 复 系 数 非 霍 多 项 式 Arz) 疏 有 重 因 式 ， 
证 明 :( 扎 x+P(zh 风 <))= 1， 

1 人 EL) , 访 z) 无 重 因 式 ,…(r),ror))= 1 忆 

几 风 和 ii 放 拟 x+) gz) ,那么 oz)1IECRS) + PCs))- 
真 2 二 即 多 si 由 国 知 ofz)1l， 

综 上 两 步 , 即 证 (Kxy+POxs) ,Fe 于 

30.! 湖 北大 学 ,这 宁 大 学 ,2000 年] 证 明 :( 妈 -1 -1? 淮 且 人 当 


高 带 代 煞 王 和 解 精 梓 


过 |， 
证 11 设 dl1n,, 则 a = 了 ,其 中 +E 帮 . 
TCM 


.一 全 区 冲 一 

【2) 若 (好 -丰富 -1, 下 证 dln, 用 把 证 法 , 设 4 不 能 整除 na, 则 nm= 
看 +r, 其 0D<r<d 于 是 本 (mr- 站 . 人 

和 = 村 1 从 


和 (由 全 知 ) 那么 由 合式 知 

《也 -1K 过 -1 了 矛盾. 邯 证 dz， 

31. (和 丫 编 1 如 果 庆生 8 m) 布 全 为 零 , (FIY) 8 = dx) Rs)= 
吉 人 六 [ 计 在 = 二 站 攻 太 ) ， 风 ( 用 人 = 了， 

证 … 存 在 疏 Yz),tfxj, 恒 得 

人 = Ex) 所 和 TS = 克 x[agz)FCz)+ 雹 SC 加 

二 10, 由 中式 得 

必 二 二) =1 (BTCX) 下 

332.( 揽 旦 大 学 ) 设 月 (吉大 (xz EC 8 的 雪 疡 <], 则 

《和 全 ( 和 和 让) = 1 天 (Cr =1T(E= 1,2 mi 
了 = 2 


(= 有 在 wx)ofz)cEPfc] ,使 
得 本 家 天 () 二 训 和 人) 工 证， 

全 所有 下 站 (所 天 (下 (十 吕 f][ 人 区 ] 记 区 ) 
疡 -18sfs) =1。 

此 即 ( 丰 Cs) 而 ( 刘 = 人 = 22) 

再 证 充分 性 ， 

《= 《= 

人 

禾 理 ( 记 ( 区 ) 故人 ) 和 1) 

， = 

【= 

33, [四 上 赂 师范 大 学 ) 大 xz,81x) 不 全 为 0, 求 证 : 
《PPgi=( 产 ,ifn 为 下 整数 ) 
证 法 1 全 上 示 s)=(Ax)8s) 刚 需 证 的 外 式 改 为 
直人 = 人 严 (人 (< 网 


高 侍 代 数 题 韩 精 机 


EC) 则 

六 sd(x) 太 (rz) gz)=sdx)giz) 有 (及 ( ss 并 

二 

此 即 由 (x#)EP(x] 由 (zx 人 nx)， 

再 由 辐 有 (六 (x) ,(xz)) = 1， 

从 而 存在 xfxy,ofx) 使 nx)PCx)+ofs) 中 (es = 工 

两 边 生 央 ({xz) 有 

fsJPCzD) MSOS TS = 可 (2 

中 包产 (zj 82) 由 国 知 PC) 由 fx)， 

由 志 , 得 证 地. 

证 法 2 令 民 5 有)= (Argfz) .到 

所 二 ) = zzi SCx)= 区 zi) Cz) ex = 了 

CC 全 (x)) = 1 

人 ) =【《 人 (FA 由 fx) 全 xx))= 由 (xz)f 骨 (5 人 (xx)) 
= 全 (xz). 

34.! 华 中 辆 范 大 学 ,2001 年 设 中 是 实数 域 , 己 = - 上, 太 (z ,ptz) 毛 
天 2z] .的 世 = 万 (x+ 的 (xz), 兰 县 (PCz) 万 (*)) = dx)z1. 证 明 : 扰 *) 与 
民 <) 存 相同 的 根 集 ， 

证 …GK2= (zx 设 及 (z)=d 人 ritx) Dfxz)y= xz) 


多 和 国 四 四 碟 


具 2 放 下 这 请) =1. 那 么 上 xz)= 人 和 上 [天 ( 区) + 感 。7x1]. 个 
由 亿 式 可 知 df z) 的 根 一 定 都 是 扩 x) 的 根 . 任 取 扩 x) 的 一 个 根 如, 即 了 
4 so = 了 0 由 候 有 
加 fxoj[ fxo) + 这 (so)] = 0. 四 


设 若 台 不 是 趟 <) 的 柜 . 那 么 由 图 式 有 

三 so = 和 (0 = 此 即 (- 如) 1 中 {》 20) Crx) 这 与 (大 | 
(xjuvpztxiy=] 也 和 萌 . 从 而 即 证 wo 也 是 过 x) 的 检 . 综 上 两 步 妈 证. 

35.( 华 中 师范 夫 学 ,1994 年 ) 用 毒 记 产 [xz] 中 一 切 形 如 2 诛 ) 二 
以 xj18tx) 的 非 零 多 项 式 所 成 的 集合 ,其 中 乓 zj) ,efz) 是 给 定 P[x] 中 全 不 
为 零 的 多 项 式 , ex) ,ws 是 B[*] 中 任意 两 个 和 多项式, 证明; 时 非 空 , 且 形 
中 次 数量 低 的 多 项 式 都 是 所 *) ,5(z) 的 最 大 公 因 式 。 

证 条 = 长 夺 和 < 十 让 人 让 [Jazz》 人 天 [w] 吃 

HLeE 朵 ,日 非 空 . 售 Exz)=TFz) gfzi) 那么 存在 四 (xz)， 


rt zx) 使 得 


高 等 失 数 题解 精 御 


三 (xfxz)FLxy+2KX] EC EEC 刷 ， 

任 取 Ne)E 形 ,有 旦 次 数量 低 ,那么 

上 Ets5) 抱 <) 辣 22( 苹 ) 有 5 个 

但 起 s1 坊 3 玫 汪 1 有 

二 (37 由 于 本 2 人 用, 且 有 2) 寥 数 最 低 , gs) = ce 天 
0 这 样 if(z)= ed(z) kz) 也 是 护 z) 与 gx) 的 最 大 公 因 式 . 

36. (北京 大 学 ,1997 年 设 妨 和 是 有 理 数 域 如 上 的 一 个 严 次 多 项 式 
【 呈 尖 四 ,nm 是 太 于 冰 的 正 整数 ,证 明 : 呈 不 是 产 z) 的 实 查 . 

证 ” 必 反 证 法 , 若 妇 2 是 大 x) 的 实 根 ,那么 -六 可 以 整除 Flx)( 在 
只 [ x] 内 )， 

查 (z -党 )1(x - 轨 , 且 出 区 森 斯 坦 因 判别 法 可 知 和 -2 在 Ofx] 中 不 
可 约 ,此 即 如 -2 是 以 闻 为 根 的 基 低 的 有 有理 系数 的 不 可 约 多 项 式 ,…( 嫂 - 
2)1 丰 5) .这 样 3(Az) 芝 总 > 可 .这 与 红 扎 < = 下 也 和 冉 .,… 天 不 是 扎 <) 的 实 
根 . 

37.! 中 国人 民 大 学 ,1992 年 设 症 , 记 ,…, 户 是 * 个 互 不 相同 的 素数 ， 
3>1. 那 各 志 顶 式 抽 ss)= 下- 万 所 … 呈 在 有 理 数 域 上 [ ) 

4) 不 可 艾 【 呈 可 约 【全 不 一 证 醋 约 

答 【4)， … 惠 英和 木 斯坦 国 判别 法 可 知 ,站 十 1, pHEPpi 2 让 PP 
… 吕 .所 芭 是 有 至 数 城 土 外 可 约 志 项 式 . 

宕 .( 华 未 师范 大 学 设 索 天 式 护 g) = 好 +482+25 一 在， 

【1 证 明 : 关 *) 在 有 理 妆 城 上 不 可 的 ; 

(2) 设 = 是 户 妇 的 一 个 根 ,证明 ;: 所 有 具有 如 下 形式 ao+ aa+ 中 眶 (其 
中 mayaz 有 是 有 理 数 ) 的 数 的 全 悼 构成 一 个 数 域 ， 

证 人 吕 设 大 和 = 曙 生 十 要好 + 坝 二 + 加: 其 中 的 =1, 有 =4, 有 = 2， 
加 = 一 和 21 肌 (0 二 二 3) 2 下 罗 , 关 直 加 .外 区 林 困 坦 因 判 别 法 可 知 Fr) 在 
&@fx] 中 不 可 约 . 

(2) 念 时 =fa+eg+ 中 归 | 相 和 上 -TiE 好 . 非 室 . 显然 ”好 关于 减 
法 封闭 ， 

和 辟 房 = 友 +ala+ 如 旺 天 0, 房 生 条 . 合 半 (X) = 加 这 + 4 + o, 由 于 
上 所 < 不 订 约 , (起 gx) = 1. 有 从 南 存 在 slxs),egxr)c ofx], 使 得 

22 有 + 二 = |， 号 

将 代 人 人 中式 有 上 以 ojg8fey=1, ao)6 =]. 过 

再 xz)= 扩 xz+T dc + Be+T) ,其 中 4 有 ,CE 


高 等 代数 是 香精 和 粹 


人 = 


.应 _Beko 和 
记忆 交 e 


设 应 =4 妈 + 区 at+C 其 中 4 兄 CEL 
人 
由 名 , 密 每 


避 =(4o+ Bay CD)(h2+ 醒 +C)= 有 如 + (有 有 + Be 
上 


对 四 的 思 


《4 位 + 和 证 +Cidyaz+rC +BiCie+teie 他 

在 局 式 中 反复 利用 吃 式 化 简 可 得 

人 + 反 + C, 其 中 刁 ,F,CEO, 此 即 邓 关 于 除法 封闭 . 综 上 可 知 
时 是 一 个 数 域 . 

3 扫 .( 华 中 师范 大 学 } 设 nz2, 且 ao 人 是 互 不 相同 的 整数 , 求 
证 :让 si= xz-alitr- ea- mm) 不 能 分 成 两 个 次 数 都 大 于 党 的 整 
系数 多 项 式 之 积 . 

延 ”用 反 证 法 - 若 凡 zx) = gxifr) 其 中 加 xz) zx) 都 是 次 数 太 于 
零 的 整 系数 多 项 式 . 那 各 

有 [本 有 本 )= 所 四 = 一 10E= 2 ,7m) 心 

由 于 8e) As) 都 是 整数 ,由 串 式 知 gw) aa) 都 只 能 等 于 +]1, 且 
两 个 反 号 ,此 中 有 

中 (而 ) + 让 = 站 - {= 2 网 

现 令 本 2= 有 0) +R<) .那么 或 者 FIz)=0, 或 者 0)) er， 

当 30Ffz))< 时 ,由 人 有 

下 人) = 站 (= 1,2…] 

闻 盾 . … 到 sx) sD, 从 而 有 gx) = -As ,都 么 

民 4 = 如 (xs) 订 xs)= 一 上 (x)、 辐 

环 5) 的 首 项 系数 为 1, 而- (z) 的 首 项 系数 为 负数 ,这 与 鲜 式 了 矛盾. 从 
而 得 证 ， 

4 和.【 守 北 师范 大 学 ) 令 Ax)=i+am +…+ 如 是 整 系数 多 项 
式 .如 果 si,… 是， 个 两 两 不 同 的 整数 , 且 司 

ALah= -1， (= ] ,2 6) 

证 明 : Asz 是 有 理 数 域 上 的 不 可 约 密 项 式 . 

证 将 扎 裤 可 朴 写 为 
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拆 才 =(E-G 氏 人 
再 出 第 3 题 即 证 . 
41.! 中 国 科学 院 ) 试 求 以 va + 上 为 根 的 有 理 系数 的 不 可 约 多 项 式 ， 
证 设 关 xjiege[s], 且 以 2+ 信 为 根 . 针 么 /2 -3 - (+ 站) -人 
+ 六 也 一 定 是 六 xz 的 根 .这 时 令 
Rs) 二 [s-+ 人 [xz- 和 -有 [x+ 屿 + 厄 ][s+ 人 2- 邮 ] 
= +-t0xz+1， 
下 证 及 3z) 在 妇 [xzj 上 不 可 绮 . 撕 于 赤 x 如 果 有 有 理 根 , 必 为 1, 但 +1 
都 不 是 所 x) 的 栋 . 这 就 是 说 产 s) 不 可 能 分 解 为 一 个 一 次 式 与 一 个 三 次 式 之 
积 . 
其 次 ,如 果 六 % 在 虽 [zx] 上 分 解 为 两 个 二 次 式 之 积 , 那 各 必 可 在 对 *] 
上 分 甫 为 两 个 二 次 式 之 积 , 妈 
扎 = 旭 -10c+1=(w24ar+ 古 i++ 必 + 了 ). 全 
其 中 abceyaEZ 那 挟 
比较 咱 式 关 边 系数 得 
如 十 卫 一 个， 艺 
由 + 本 = 一 10， 二 
+ 如 = 人 0， 志 
td = 1 ， 电 
由 全 知 训 = 了 = 1 或 二 = 本 = -1. 
当 袁 = ds=1 ,由 因 得 a= -上 ,再 由 国 - 时 = -12,c=12. 但 -是 整数 . 
矛 拓 。 。 。 ， 
当 5=d4= -1 时 ,得 -= -8 2=8 也 不 可 能 、 
因此 嫩 - 202 + 1 不 可 能 分 解 为 两 个 二 次 式 之 积 . 
综 上 可 条 泡 x) = 入 -10xc+1 在 &fxz] 上 不 可 约 , 即 旭 -10xz2+1 即 为 
科 .[ 南 开 大 学 } 设 岂 x) 是 有 理 数 城 上 = 次 (n>2) 多 项 式 ,并 且 它 在 
有 理 数 起 上 不 可 约 , 但 知 扰 xz) 的 一 根 的 倒数 也 是 扎 z》 的 根 .证 明 : 放 *) 每 一 
根 的 倒数 也 且 大 x ?的 根 . 


证 设 是 /xz) 的 一 根 , 二 也 是 扩 z) 的 根 , 再 设 c 是 凡 z) 的 任 一 横 . 下 


证 -= 也 是 邢 z) 的 根 , 令 “5(xz) = 二 /xz) ,其 中 为/(z) 的 首 项 系数 ,不 难 
证 明 :&kx) 与 所 xz 有 相同 的 根 , 其 中 gz) 为 首 项 系数 为 ] 的 有 理 季 数 不 癌 


+ 


高 苯 代 数 王 刘 精 和 樟 


约 多 项 式 - 


设 有 = 如 + 国名 -1 { 天 且 . 


再 于 只 + 人 -名 0 下 
(十 )+ (二 + 二 )+ao=0 
0 加 + 本 


二 


am ao ”om 
让 和 2 不 可 绮 玉山, 二 两 式 可 得 
直 二 2 Se 全 
二 用 人 (=1,2…m 一 1). 
0 二 十 ] 本 二 士 色 -; [2 


名 的 划 台 


由 人 @ 式 可 知 , 当 几 ce) =0 时 ,有 5(<)=0, 可 得 5( 工 ) =0, 从 而 /( 工 )=0 
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本 。 隶 二 屿 涂 ， 下 知 天 志高 ;下 训 机 全 
| 
寅 


地 公理 ;不 允 筷 过 ， 不 知 知 之 淋 。 
一 一 此 未 ,到 用 


瑟 丁 西西 本 酌 珊 匡 痪 匡 更 现 丁 更 


第 二 人 音 ”行列 式 


1 定义 与 性 质 
[考点 综述 ] 
] . 定 文 (上 5 0 克 G GD， ”Tin 由 
其 中 于 方太 … -为 排列 有 太一 天 的 送 序数. 
OO | 攻 成人 Deannagr an 二 
0 
2. 性 质 


( 蕊 三 角形 行列 式 的 值 
《ii 上 (或 于 ) 三 角 形 行列 式 


如 计生 他 -下 1 6 四 入 

四 ”as 2 42 

吉庆 洒 让 机 证 汪汪 沁 运 圳 本 是 是 四 CI C22 fn 一 人 中 
0 人 Ge az mm 


ii) 非 主 对 角 的 三 角形 行列 式 


和 


高 千代 数 古 圳 精粹 


必 0… 交 atn GH ab'…aln-l ttn 

人 _ 二 
| 
隐 2 -1 人 1 几 … 履 

《2 行列 互 换 , 行 列 式 不 变 , 即 行列 式 与 其 转告 行列 式 相 等 ， 

(3 一 个 数 冬 行 列 式 的 一 行 (或 列 ) 等 于 用 这 个 数 生 此 行列 式 ， 

(4) 草 果 革 一 行 ( 或 列 ) 是 两 组 数 的 和 ,那么 这 行列 式 就 等 于 耳 个 行列 式 
的 和 ,而 这 两 个 行列 式 除 这 一 行 (或 列 ) 以 外 全 与 原 行列 式 的 对 应 行 { 或 列 ) 
-一样 . 

5) 如 果 满 足下 列 条 件 之 一 , 则 行列 式 为 零 . 

( 1 ) 有 两 行 { 或 列 ) 成 比例 ; 

有 一 行 (或 列 ) 元 峙 全 为 . 

( 旨 对 换行 列 式 两 行 (或 列 ) ,行列 式 反 号 . 

(2 把 一 行 (或 列 ) 的 倍数 加 到 另 一 行 (或 列 ) ,行列 式 不 变 ， 


可 让” 妇 1 
(8) 设 也- 

| gt” an 
【 上》 九 = 加 人 | 几 1 十 人 2 汪 2 二 “二 ad 一 ] .2 ,PR 
[ 计 号 = 如 1 十 公 24 几 3 十“ 十 Gd = ] ,2 
其 中 心 夫 示 元 素 w 的 代数 余子 式 , 


【经 典 题解 ] 


, 则 号 可 按 某 一 行 (或 列 ) 展 开 , 即 


扫 . [高 数 四 ,200] 年 ) 设 行列 式 中 = , 刚 第 4 行 各 


hh 
二 M5 怕 
kt 总 和 


rm 呈 t 届 
| 
= 

‖ 

| 


元 索 的 祭 子 式 之 和 的 值 是 
管 ， - 让 . 
738 和 7 3 
3042 543 443 
-9 了] 人 1 
解 将 第 3 列 科 ( - 各 加 第 2 列 , 再 提出 么 因子 fon 得 
73 扫 1 3 宁 338 1 327 
3042 1] 443 2304 0 116 
-or 1 公 一 1171 站 204 


44. 【内 北大 学 ,2000 年 ) 计算 只 = 


一 = ]00 = 100 


商 带 代数 是 二 精 粹 


2304 16 
站 
和 在.{ 中 山大 学 } 证 明 
al 号 el 
G 起 和 el al 二 Ge 
(qi ee 且 全 | = 区 
G2 由: 中 后 9 如 aa 弛 
虽 有 和 
证 右 靖 =| 《acs - asc1) 1 《610z 一 轻 611 
z 加 
| 9 “3 * esy 十 2 -oj 
2 有 03 3 aa 1 | 
-ol 4 1 二 二 | -aj 
az 有 oa 有 | 
全 上 2 机 el 
=aria 如 ci-oma 加 已 | = 左 请 - 
如 3 93 罗 9 3 
特 . 【武汉 测 绽 科 技 大 学 】 证 骨 ， 
和 
和 二 | 一 (x+ 和 十 了 二 ty 了 +zslfx+eny+ee) 其 中 心 是 1 的 
下 亚 开 
立方 很 二 + 一 


zxysl|l1 1 1 


证 |z | 1 四 加 


和 1 


了 


大 十 了 十 二 广 十 t 二 zz 二 二 2y + 


二 | 区 十 和 十 了 了 二 at 十 og 让 三 十 轴 2 十 Gy 
2 


正二 十 于 学 十 二 加 和 痢 宁 十 二 


二 (十 外 二 开关 和 直 二 人 和 作证 二 2 十 大] 人 全 


Il 1 1 
由 于 1 ua 妇 | z 关 0 中式 两 边 消去 , 即 证 . 


了 
] 全” 遇 


47.( 高 数 四 ,1993 年 车 cieo,o, 记 ,由 都 是 4 维 列 向 量 ,月 4 阶 行 


高 警 代数 晤 散 精粹 


列 式 1aiezas 同 1 = 严 ,1aiaz 记 ao = nm 刚 1logazeif 有 + 应 )1= ) 
【 直 ) 可 十 严 【By -《 mm + mm) { 人 - 严 《DJmm- 玫 
答 :(C). 由 于 第 4 列 是 梧 组 数 的 和 ,由 性 质 得 
laaazolfB pa)1= 1asoaaipi + local 房 1 = - 1aiczas 有 | 
+ 1e4o2 末 房 1 = 一 下. 故 选 (C). 
48. [湖北 大 学 ,200] 年 ) 设 4 为 3x3 算 阵 ,141= -2, 牛 4 按 列 分 块 
为 (4 ,4a,43) ,其 中 页 (= 12,3) 是 4 的 第 了 7 列 , 则 143- 24 34, 41= 


答 三 因为 14; -~ 241 ,342，41=3143434)1+1 一 24) 342 二 1 | 二 折 ， 
1 1 


委 . [武汉 大 学 ,2000 年 } 


名 后 


口 了 1 
了 
如 上 
答 ii 委 - 生 一 本， 
心 心 0 1 
1 于 中 
人 1 0 了 0 
]-c 区 -ff -上 | 
= ~-[iz( 人 -在 )+E+ 站 ] 
= Mi- 入 一 包 ~ 他 . 
多 .{ 华 中 师范 大 学 ,j999 年 ) 计算 行列 式 
由 0 


户 

1 
局 已 避 
总 帮 有 本 
阅 和 人 总 
上 全 总 品 


环 
0 
站 
解 ” 按 第 1 行 诬 开 得 

G 由 人 腾 


愉 
司 一 
心 


和 人 忆 


个 


由 

刀 
臣 
恬 
十 
雪 


hm 和 如 已 让 


高 等 代 获 题解 精粹 


五 站 


=(o2- 训 le aa 并-ope( 有 加) 


中 e 区 
= 【8 -各 人 6 人 了 
= 号 一 本村 有 二 30 
51, [高 数 二 ,1909 年 ] 设 行列 式 
X-2 xl -2 -3 
卫 症 一 了 Jr 一 | 37 一 了 了 7 一 3 
3r-3 3z-2 4 一 3 3x 一 5 
和 
为 志 z), 则 市 程 凡 xzy=0 的 根 的 个 数 为 (  ) 


{ 丰 ) (B)2 《C)3 DJ)4 

答 【B). 因为 将 原 行 列 式 的 第 ! 列 科 ( - 1} 分 别 如 到 其 化 3 列 得 
天 一 衬 t 避 | 支 一 人 ] 心 性 

2x-2 1 0 -1 2z-2 1 站 

人 
本 区 -3 <-7T -3 嘻 苹 -3 ww-7 了 7 一石 

_] =-2 昌 xz-2 -1 1 

2yx -> 1 交 - 了 了 一 白 


… 不 2) 有 两 个 根 xi 0, 妇 =1 项 选 (B). 
绎 .1 武汉 大 学 ,2000 年) 设 


| 由 | eei eat 5 四 
4=| 相 有 人 3141=2,18I=3, 则 l24- 问 | = 


位 3 上 习 习 他 3 1 了 3 
答 1. 因 为 
好 | 十 2el 过 古 三 1 十] | 犀 | 内) 二 
站 机 只 | 二 | 本 了 2 ea 一 中 二 宰 从 了 fa 一 他 2 已: 好 
全 和 3 263 于 必 好 3 也 3 丰 3 伍 呈 3 了 3 
=2141-1 咏 |=1. 
三 -之 
S9_( 华 末 石 光学 院 ) 设 * 为 任意 实数 ,证 明 行列 式 | “| 的 
才 一 Se 
值 不 大 于 23. 
5 过 
让 中 ”| = - (x+324+ 人 大刀 
|2x -3 -7 


高 苯 代 数 题解 精粹 


4.( 华 中 师范 大 学 ,1990 年 ) 证 明 : 
的 
GT = (站 的- 三 贞 基 相机 一 后 咖 关 站 吉 一 本 ]* 
二 坝 全 和 二 仙人 二 人 让 遇 册 ) 
5 
证 “已 当 aa, 拓 , 寻 ,9 中 有 商 个 或 两 个 以 上 为 零 时 ,比如 ai= 吕 = 
《其 它 类 做 可 证 》 
号 式 左 端 =0 全 式 省 端 =0  … 左 = 右 
【27 当 aveazvaayi 中 有 理 公 有 一 个 为 0 比如 避 ] 三 目 , ga oa， G 和 (其 
它 奖 仆 可 证 ) 


吃 


站 oa 
总 2 器 1 3 1 总 


二 式 左 映 = 


总 总 2 全 3 丰 二 


二 -0 人 4 避 2 加 53 由; 4 二 4 
8 
] 1 ] 
和 
= - 梯 呈 ab 2 Q4 
所 
人 
由 bo 8 
二 世 二 岂可 
ooP( 愉 - 是 )( 姑 - 下 )( 玫 一 到 ) 
= - geaestbK as53- 轨 人 az -本 的 1fas 有 -人 及) = 全 式 右 端 . 
【3 当 | ， G2， 人 Gd 天 人 时, 则 


二 式 左 铺 = aa2asiai ( 血 字 (各 ( 血 ) (各 
&1 在 3 人 3 人 4 
包 


外 的 3 # 
(各 六 (各 请 (在 请 (名 ) 


高 带 代 数 辐 解 精神 


丰 声 ，，， 让 二 ， 而 皮 二 而 下 二 由 
3 3 3 3 和 自生 站 有 站 的 站 
= GPa ed ed 机 9 2 2 


- 各 ) = 四 p 式 右 映 
55.【 吉 林 工 业 大 学 } 已 知 拓 关 0, 不 展开 行列 式 而 证 明 下 述 恒 等 式 : 
0 DO il 1 革 到 
尼 惟 了 | 站 了 坟 台 宝 了 
y7503 |1a2 0 2 区 T | 了 
2 


zy xx 0 1 产 妆 0 站 二 了 开 十 和 和 十 和 了 
证 ” 呈 式 石 端 第 二 行列 式 中 ,只 要 将 第 2 行 和 第 3 行 的 ( - 1) 倍 统统 可 
到 第 4 行 可 得 行列 式 等 于 0, 在 呈 式 右 端 第 1 行列 式 中 .第 2 行 提 出 ,第 3 
行 提 训 x ,第 了 行 担 出 y, 有 


0 1 1 14 1 
必 1 TI 忆 0 2 到 工 0 呈 
] 站 妇 上 < 二 
让 有 
人 于 于 下 
] 天 志 
上 十 半 上 2 
LE 
人 让 3 
1 四 YY 了 | 
一 和 
羡 人 二 和 
一 和 | 一 
一 了 时 和 
和 必 
mW 
… 人 合式 得 证 . 
56.( 高 数 五 ) 设 4 为 10 阶 抢 阵 
DT 0DnD 
人 有 1 人 0 
| 到 二 
DODD DO 1i 
]00 0D0D… nDn0 


试 计 算 行 列 式 14 - 好 1, 其 中 吾 为 10 阶 单位 矩阵 ,1 为 常数 


高 葡 代 数 是 香精 入 


-4 10… 0 9 

0-41… 0 0 

解 | 站 天 | = | 
0 00… -4 1 

100 00 昨 一 ) 


=( -10-100= -100， 

57, [高 数 五 } 设 4, 产 为 mn 阴 方 阵 , 满 足 等 式 全 =0, 则 必 有 (!  ) 
【A34 = 站 或 呈 =D 《也 )4 + 肛 二 站 

【Cd41I=0 或 1B81=0 [DJII4I+18T=D 

答 【本 =00= 1 1411831 即 141= 站 或 1 有 | = 中 


2 7 阶 行列 式 的 计算 方法 


【考点 综述 ] 

1. 化 三 角形 法 . 即 把 已 知行 列 式 通过 行列 式 的 性 质 化 为 上 (或 下 ) 三 角 
形 ,以 及 化 为 非 主 对 角 线 的 三 角形 . 

2. 利用 行列 式 的 性 质 . 

3. 加 边 法 .把 等 ” 阶 增加 一 行 一 列 变 为 上 + 1 阶 行列 式 ,再 通过 性 质 化 
简 竺 出 结果 . 

4. 把 各 行 (或 列 ) 久 统 加 到 某 一 行 (或 列 ) : 皇 通 过 性 厦 化 莉 得 到 结果 ， 

5. 逐 行 (或 列 ) 相 加 减 . 

6. 将 某 一 行 (或 列 ) 的 倍数 分 别 如 到 其 它 各 行 (或 列 )， 

7. 展开 , 

《1) 按 某 一 行 (或 列 ) 展 开 . 

(2) 按 拉 普 拉 斯 定理 展开 . 苑 在 n 阶 行列 式 刁 中 任 取 左 行 (1 芝 直 sm- 
1) 或 冯 列 ) ,由 这 点 行 (或 列 ) 所 组 成 的 一 切 在 级 子 式 与 它们 的 代数 余子 式 
的 狐 积 的 和 等 于 行列 式 万 . 


8. 利用 已 知 公 式 
(了 蕊 三 角形 公式 . 见 8 1 考点 综述 公式 加 与 由 ， 
(2) 范 德 兹 公式 , 即 
1 1 … 
区 | 本 m |] = TI 妇 一 旧 ) 全 
二 ] 虹 - 1 可 1 


高 等 代数 是 韩 料 柱 


《3) 咯 行列 式 公式 , 即 陀 行 列 式 


站 
| 国 
由 由 
(和 ) 爪 型 行列 式 公 式 , 设 2… 如 天 0 

oo 

人 Te ac 

2 = [aa 引 
加 本 -~ 


其 中 @ 式 是 将 第 2 列 吏 ( - 下 )，…， 第 = 列 和 { - 训 ) 入 统 加 到 第 ] 列 ， 


化 成 三 角形 而 和 狂 出 的 ， 

9. 用 数学 归纳 法 . 

10. 递 推 东 . 若 m 阶 行列 式 也 满足 如 下 甘 系 式 ; 

ED + b+ = 

则 作 特 征 方程 ar2+ 让 +e=f 全 

(1 着 么 天 0 刚 方 各 二 有 两 不 等 揽 根 sx, 刚 瑟 = -1+ 8-1， 轧 

其 中 4, 有 为 待定 系数 , 语 今 = ] 和 mn=2 得 出 . 

(2 车 入 =0, 则 方程 四 有 重 根 *; = 2 , 则 

也 = (4+ 中) 中 | 

其 中 4, 号 为 待定 系数 ,可 令 = 1,2 算 出 ， 

11. 拆 项 法 . 厚 某 一 行 ! 或 列 ) 分 型 成 两 项 和 ,再 按 行列 式 性 质 拆 开 . 再 
进行 计算 ， 

12. 构造 法 . 根据 题 设 条 件 构 造 一 个 新 行列 式 , 再 进行 计算 . 
【经 典 题 解 ] 

列 .{ 北 京 航空 航天 大学 ,华中 师范 太 学 ) 若 m 阶 方 阵 4 与 互 只 是 第 / 
列 不 同 , 试 证 久 -"14+ 吾 1=141+1 瑟 1. 


由 
证 刘 4=| :; ! : ， 


2 

人 
呈 =| : 3 2 

al 


高 葡 代 数 嫂 钟 精 入 


Za ”SI 十 税 2 
那么 | : 
2 
BILL 
及 十 帮 | =29 : 
人 
=2n1f14E+18D)， 
… 141+1581= 有 -14+|. 
59.[ 高 数 四 ,1997 年 ) 设 = 崔 矩阵 
Dll 和 …w jj 
ID - 1 
首 去 过 计 和 关 吉 和 汪汪 和 
1] 1 1] 0 1 
1 ] 1+ 


风 稚 人 
管 【~-13-1， 本 


局 人 再 提出 公 因 子 (n -- 1) 得 


111…11i 1 1 1 … 
101…11i 0 -lt 0 
二 是 最 1 1 2 
141=({r 一 1 ， ee =(a -1) 区 
111-…6i 0 nn 0 
111-…10 站 人 0 0 
【一 1 -17nm- 二 
解法 2 加 边 , 使 141 讲 成 wm+1 阶 行列 式 , 即 
Ltd 11 
0 01l 1 TI 1 
0101… 11 
141= 下 和 和 
0l1T1. 01 
io FE 1 


再 和 将 第 1 行 的 ( - 1) 依 分 别 如 到 其 它 各 行 得 


1 1 
0 0 
0 0 

-1 0 
0 -1 


高 等 代数 是 术 畏 梓 


t 1 11 和 52 1 1 
-1 -1 00… 有 0 

-jj 碳 -10… 站 

14 0 

-1 0 00… -1 0 

-1 0 00… 0-1i 
认 第 2 列 开 始 每 列 征 ( - 1) 统 统 加 到 第 ] 列 得 
ai 1 1 1 
0 -100… 0 31 
1 | = 大 = -fn-lif-1lyncirm -1 
0 000-… -1 0 
0 000… 0-1 
= -1 人 二 1)， 


60.( 关 津 师范 大 学 } 计算 


各 | 一 瑟 于 2 广 
D -= 和 2 六 和 
于 1 3 ”” 和 一 机 
解 ”将 各 列 统 统 加 到 第 ] 列 , 并 提出 公 因 子 得 
] 六 交 昌 
时 ] E 四 
了 二 【 所 到 】 
1 生 3 和 一 六 
1 必 2 交 m 
| 
0 日 … -m 


去 (= - 机 姑 一 全) 


61 .1 郑州 大 学 ,河北 师范 大 学 ) 计算 


+ 到] ] 本 】 
2 2+e … 2 
上 ,其 中 mo…q0- 
型 区 于 十 三 


高 壮 代 数 题 圳 精 秩 


解 ”加 边 得 
] ] ] ] 
避 上 + 帮 ] ] = 1 
全 ，= 站 了 了 二 9 了 
心 允 及 下 十 加 
1 1 1 
-ll al 0 心 
三 一 也 和 如 修 
-有 必 0 本 
医 玫 和 + 卫 1 1 | 
全 1 如 
性 al 各 心 
避 站 0 ea 0 
站 0 0 


一 二 1 
人 +  ) az ai - 


闻 
所 ,{ 安徽 大 学 ] 计算 n 防 行列 式 
于 
7 


5 
解 (1) 当 y=z 时 ,容易 算得 
全 =txr-yin x+fa-]1yy]， 
(2 当 yz 关 z 时 ,将 第 * 列 与 成 两 项 和 
了 = 了 +bx=y 了 Try 
那么 思 可 拆 成 两 个 行列 式 之 和 , 即 
雇 =(s 一 DT 


其 中 
0 区 闻 2 Jo 
SS | 和 站 
Z 3 三 人 一 和 3 和 耳 


高 敬 代 数 酒 解 畏 粹 


一 总 总 看 
证 人 必 
= 【一 1jn+17 全 臣 二 区 下 交 本 生生 二 状语 而 训 生 二 全 大 天 让 全 二 二 让 齐全 全 证 
了 一 和 一 上 了 ~ 了 玫 一 了 
一 站 一 


于 
从 倒数 第 2 行 开 始 直至 第 1 行 ,每 一 行 的 { - 雪人 悦 加 到 于 一 行 ,得 
让 一 和 一 恬 5 0 由 
D zy-xr xsx-y… 0 必 


C =(-Dn+rty| ， 
0 0 10 zy 
性 眉 避 2 各 三 一 党 
=(-1)2459fz 一 Lyn-1= yt- zyn-1 网 
将 包 代 人名 得 
好 = 人- 罗 及 + yx- “1 四 
由 7,z 对 称 性 ,类 做 再 得 
有 由 


(rz-zx 二 -xz-y)x 直 得 
(7 一动 且 9 


用 =。 其 和 一 划 ”下 车 
和 一 过 


的 . (广西 大 学 ,兰州 大 学 ) 计算 ma 阶 行 列 式 
ca 1 0 9 0 
1 2cosag 1 … 0 0 


= we 2 
全 癌 避 一 acosg 1 
改 0 和 1 20os6 
解 由 于 已 =eosf. 有 ;= ?ms0- ] = ons20, 因 而 猜想 
瑟 ，= pos 虽 - 如 


现在 用 第 二 数学 归 钠 法 来 证 明 . 当 = = !I 时 结论 成 立 ， 
归纳 狼 设 结论 对 芭 ma- 1 都 成立 ,再 证 时 ,对 已 . 按 最 后 一 行 展 开 得 
卫 ，。= 2oo6 乓 ， | -了 

=2eogsbreosfm -1] 站 -Poef 站 一 2 和 

= jcos[8+(R -TB t+eos[ta 一 全 吕 - 下 | -ceostm 一 2) 让 


高 等 代数 央 解 精粹 


= 0oer 归 ， 
即 证 结论 对 也 成 立 , 从 而 得 证 心 式 . 
三 . (兰州 大 学 ) 计算 n+1 阶 行列 式 
人 


es] 【Ga--1)s 1t 5 {a 一 mys-1 


本 


而 而 击 下 四 


1 人 1 
解 将 第 =+1l 行 与 上 面 各 行 作 两 酷 对 换 ,将 它 换 到 第 1 行 ,项 经 nm 次 
对 换 , 再 将 第 n 行 作 两 两 对 换 , 换 到 第 2 行 需 经 (nr - 上 次 对 换 ,… 直 至 第 2 
行 作 一 次 对 换 故 在 第 = 行 - 


1 1 
可 交 一 且 本 * 扒 
瑟 ,| | 呈 了 二 二 二 十 证 证 汪 时下 辣 避 古训 让 让 证 乓 二 站 丰 晤 首 训 让 王 下 全 全 二 汪 吉 全 尖 
名 -1 Ya-1)9-1 《一 Ji 
四 Te@-1) 《aa 一 呈 ) 
再 对 列 帮 类 似 变换 ,所 也 


汉人 站 
《站 一 下 六 ~] 人 -人 一 二 {G 一 如 -1 十- 


(amp Js- 人 -ID te- 
再 由 范 德 莫 行列 式 可 得 


PP 《1 
和 谷 .( 天津 师范 大 学 】〗 计算 


t ai ai 哮 -2 
1 om 权 咀 -” 只 


、 交 1 一 了 上 
1 tn 字 好 mn 此 nm 


解法 1 ”用 构造 法 . 构 作 线性 方程 组 


和 直 闪 | 区 2 十 da + 0 本 -1 和 = 人 ， 
和 十 四 类 十 碰 妇 + 本 


本 


x+ 后 弛 二 Go 


可 


高 车 代 数 同 解 精 梓 


{ 1 ) 当 ao 本 中 有 两 个 要 等 时 , 蝇 然 D =0 
【ii ) 当 ee 本 互 不 相等 时 ,由 范 德 过 行列 式 知 ,方程 组 促 的 系数 


行列 式 


入 = 工 (w- 押 0 
二 四 站 


方程 组 有 唯一 解 ,其 中 


.= 闪 ， 2 [二 
再 作 aa 次 方程 
上 扣 下 (二 
击 候 知 ,方程 钨 存 上 个 不 同根 m ,四 pp…,am 
由 概 与 系数 关系 知 
z = 4 十 2 十 二 二 
将 中 代 人 地 得 
及 = (at+aa+ 人 + 如 ) 开 (本 于) 
远 法 2 《『1) 当 aa,es 有 两 个 相等 时 , 癌 =0. 
(ii } 当 ai az， ,tw 互 不 相等 时 ， 
在 鼎 中 加 一 行 加 一 列 , 配 成 范 德 此 行列 式 , 即 
1 al 二 邓 
1 om 时 四 
,ity) = 2 RS 
1 本 an 
1 
0 略 | 


由 于 用 是 多 项 式 岂 ,CO 访 中 大 的 系数 的 相反 数 ,由 加 忒 右 映 知 关 - 


的 系数 为 【 - 立 w) QH(w- mi)， 


(oa- ai) 
计算 下 面 的 行列 式 


人 的 .1 华中 师范 大 学 】 


襄 警 代 效 拉 解 精粹 


sx 三 蛤 on 
3 二 ”” 加 
会 = |m 本 oa | . 
ae 四 
解 ”用 第 1 行 的 (- 1 人 情 分 别 加 到 其 它 各 行 得 
5 4 的 
人 | 一 和 小 一 履 2 0 站 
办 = 从 | 一 上 性 汉 一 好 心 
@| 一 七 心 0 人 
再 按 第 1 列 展开 得 、 
这 一 站 2 2 0 ” 名 
血 =x 人 -《ai 一 3] 人 二 
总 下 一 全 5 
全 如 -1 ae 
+( -Da 一 ci 和 
多 一 -1] 0 


= 区 和 -天 放 - 人 
+ 
多 .1 兰州 大 学 ) 计算 下 面 行列 式 
< 


他 1 广 如 3 
之 。r 旺 自 ] 2 这 如 
| 人 > 总 


解 将 其 它 各 列 统统 加 到 第 1 列 ,并 提出 公 因 于 (x+ 之 ai) 可 得 


南车 代数 古 解 精粹 


1 ma 中 
1] * 4 人 
会 = 人 x+ 全 本 ) 1 图 色 
】 好 2 呈 3 上 
1 性 用 过 由 
号 区 = 的 人 眉 
= 《x+ 疡 枯 ] 改 如 3 一 本 二 一 全 3 性 
0 az- ai ad 一 da 多 一 加 


= (x+ 记 o) Dr- a)， 
8.( 西 实 交 通 大 学 ) 计算 
] 1 ] 
上 + 各 六 E + qin 和 ] + singa 上 二 504 
Sn 人 十 国 叶 人 in 和 +siP sings+an sina+sim 和 
Si 十 痢 丰 入 丽 下 和 二 
解 从 第 1 行 开始 ,依次 用 上 一 行 的 ( - 1 倍加 到 下 一 行 ,进行 有 秋 行 相 
加 可 得 
1 1 
sm Sin ng 的 np ， 
Ed es 
必 人 的 有 的 


高 葡 代 数 果 香精 入 


的 .1 湖北 大 学 ,2000 年 ] 设 


环卫 上 和 国 册 上 必 必 于 二 目 册 而 相册 而 惠 


{ 了 求 耻 写成 阶 委 形 式 的 值 ; 

《2) 下 的 值 的 未 位 有 涛 少 个 零 ， 

解 【1)? 由 范 德 茜 公 式 

中 = [(2 一 313- 1 人 20- 抽 [3-2 人 -人 各 -2 (20-19) 

=《 抱 1 18T 1717 24， 

(2 由 于 (TI91181 7061594131 和 2 全 中 青 站 个 5 个 15,10 个 
10, 从 丽 的 值 的 末 位 有 3 个 零 . 

罗 0.[ 华 中 师范 大 学 ,1994 年 ) 设 m 阶 行列 式 

1 -1 -1 … -1 -1 


Il 1 5 1 -1 
1 1 1 1 
求 喇 展开 式 的 正 项 总 数 . 
解 由 于 嘱 中 元 迪 都 是 + 上 1, 因此 万 的 展开 式 n! 项 中 ,每 一 项 不 有 是 | 
就 是 - 1, 设 殿 开 式 中 正 项 总 数 为 p, 负 项 总 数 为 9 ,那么 有 
[Re 
mL = 六 + 了 外 
四 + 国 得 p= 半 (D+nl). @ 
下 面 计算 兄 , 用 第 上 行 分 别 加 到 其 它 各 行 得 
200.… 00 
220…00 
太一 oa =2n8-1. 人 由 
222.… 2 
1L11… 1 1 
将 @ 代 人 多 得 P= 宁 (2-1+ ng 
了 1.( 中 国 科技 大 学 ) 计算 = 挤 行列 式 的 值 


高 等 化 歼 题 禁 和 精粹 


2 ~1 站 0 性 昌 
-1 2 -1 0 心 交 
-1 了 2 一 | 昌 必 


本 于 


00DnDnD… aa -| 

心 首 四 1 
肖 “ 技 第 1 行 展开 得 水 =24 i- 4 
由 一 出 -1= 生 -1 一 由 -= 和 -和 

= 4 -41 
+ (di+1)4+1= 4 +2=-= + 一 2) 
=3 了 +(Na 一 2)=m+1l， 

了 2.[ 武 议 大 学 }) 求 上 阶 行列 式 的 值 


0 1 
10 1 
10 1 
六 = 0 
1 0 1 
] 心 
解 按 第 1 行 度 开 得 


肪 , = - 卫 _:, 即 用 。 + 已 .= 全. 
作 特 征 方程 娠 +1=0 si=ixz= - 昌 那 么 


有 = 站 1 十 


当 m=1 时 ,e+z=D0， 人 
当 #=2 时 , 记 - 地 = -1， 个 
ixm+ 四 解 得 ec= 寞 = 二 代 人 GODb= - 工 i 
-了 肥 = 们 [in+(- 昌 人 
73.( 湖 北大 学 ,2000 年) 计算 n 阶 行列 式 
89935000D0 
49s0.… 000 
0 4 935 0 00 


[人 


高 区 代 数 是 解 精 条 


解 ” 按 第 1 行 展 开 及 =9D -加 下, 妈 下 -35 加 =. 
作 特 证 方程 姘 -gxz+ 加 =0,…xl=4, 委 = 人 . 
媚 = 血 - da + 33 
当 nm=1 时 9=a+z， 
当 m=2 时 6l=4a+58， 
5x 四 - 国 , 解 得 aa= -16, 代 人 四 得 上 = 好. 


。 己 押 9+ 权 4s+1 
14.( 淹 北大 学 ,2001 年 1) 计算 = 阶 行 更 式 


xz -1 0 ”0 0 

二 区 -1 0 0 
中 = 0 

帮 站 必 2 

2 -iD 


解 ” 按 最 后 一 行 展开 得 
有 .= 本 各 -1 二 


75. (长春 地 质 学 院 ) 计算 na 阶 行列 式 的 值 


0 
诈 第 ] 行 ( - 届 倍 分 别 加 到 其 它 各 行 得 
1 1 1  … 1 


-1 al1 0 0 0 
As=|-L 0 a-l1…0 0 
| 


当 z=1 时 ,由 书 可 知 税 ,=0 


个 意 晶 


高 区 代 至 题解 畏 杜 


当 ce#1 时 ,人 式 右边 为 由 型 行列 式 ,从 第 2…'a+ 1 列 , 每 列 策 一， 


统统 加 到 第 1 列 得 
1+7 】 

As ={1+22)(a-D* 
0 | 


=(f(ae-1" -1[ae+ran=- 菇 . 


76.( 中 南 财 经 大 学 ) 计算 * 阶 行列 式 


0 
站 
站 
解 ” 将 其 它 各 列 统统 加 到 第 1 列 , 并 提出 公 因 子 *+ (na-~ Da 得 
和 
Aero-Da 
1 区 
] 区 如 
=[ix+(na-bDall 。* 
履 和 一 如 


=[z+fa-t)altzr-eyn 1， 
注 “行列 式 这 一 结果 ,对 于 计算 其 人 它 行 列 式 带 来 很 大 方便 ,最 好 把 它 作 
为 公式 记 熟 ， 
77.( 中 国 科技 大学 ) 设 4= (1) 是 于 阶 方 阵 ,ay = 人 = 1 ， 
2 … :4. 求 detd. 


] 你 -1! 下 人 站 1 
本 1 相 1 机 站 ”人 人 
解 I41l=| 加 2 1 .ar-tn- 习 | ， 
an-1 Cn Ga 3 3 [ 
用 第 1 列 的 ( - < 人 倍加 到 第 2 列 , 可 使 第 2 列 的 元 素 全 变 为 0， 
| = 站. 


南车 代数 是 名 精 料 


允 .[ 中 山大 学 ) 计算 + 1] 阶 行列 式 的 值 . 
和 站 人 3 人 1 


人 
| 
| 


是 证 本 惠 本 间作 全 平和 和 


Po+1 三 


1 
其 中 虽 二 天 Cn 有 
解 【站 = ct, 且 由 组 合 公式 知 全 = ct + G- 将 又, 的 第 1 行 生 
( - 1 和 倍 , 分 别 加 到 其 它 各 行 得 


1 昌 心 心 1 
避 1 总 1 站 一 
吕 =IO1l 6 0 X2 一 
仙 
1 0 人 站 
] 三] 癌 站 区 
=(x- 了 il 有 0 xi | =(x- 1D 
下 


-De | -= 
79. (成 都 地 质 学 院 ) 计算 afns 妇 阶 行列 式 


1 古 且 | 曾 寺 + 


村 ] 二 人 


加 = | 和 -242 1 “3 的 值 .其 中 心 是 和 =] 的 任 


高 将 代 数 旺 吝 精 粹 


解 …om=1) + 加 -= 必 先 将 万 改写 为 
| am-1 隐 四 
本 1 am 凶 2 


只 
将 其 它 各 行 统统 加 到 第 1 行 ,并 注意 四 式 , 这 时 杂 的 第 1 行 全 为 0， 
=0 
80. (华中 师范 大 学 ,2000 年 j 计算 = 阶 行列 趟 


二 + 1 于 训 妊 
了 
区 区 十 祝 天 
会， -= 
] 
阐 交 吉 年 十 一 
吕 
般 ”利用 加 边 法 得 
1 区 如 过 ] 训 和 帮 和 
总 站 站 1 区 王 -1 1 
1 ] 
芝 履 于 于 二 人 所 到 一 1 人 
个 区 站 0 一 1 竺 


再 利用 瓜 型 行列 式 计 算法 , 屠 第 2 列 切 1, 第 3 列 素 2,…, 第 +1 列 先 
tt, 统统 加 到 第 二 列 得 


站 二 十 号 和 二 二 
] 
了 
入 ，= 和 
工 
及 


高 千代 数 题 解 精 入 


81.{ 成 都 电讯 工程 学 院 ) 计算 P 阶 行列 式 


ii 2 3 : 攻 一 1 和 
2 3 十 ， 此 1 
下 =-13 45 ， 1 2 


间 昌 司 必 下 玫 本 关于 时 理 音 届 大 硬 首 必 二 必 于 旦 首 昌平 下 二 下 于 


1 2 一 站 一 上 


1 卫 3 … 有 =- 凡 


1 1 1 1 ]】- 中 
及 =|1 1 1 } -- 划 1 
1 1-m 1 …- 1 1 
再 将 其 它 各 列 统 统 加 到 第 1 列 得 
于 字 | 避 
如 1 1 1 ] -nm 
上 | 1 1 二 村 
自 1 一 呈 1 1 
】 1- 严 
-| SR 
加 2 
1-m 1 | 


从 第 (ma - 全 列 ( 即 最 后 一 列 ) 开 始 , 两 两 对 换 , 换 到 第 1 列 ,第 #-2 列 两 
两 对 换 , 换 到 第 2 列 ,… 所 以 


1-na 1 
= 下 -10 ] t-m 1 1 
1 1 一 于 


由 Pd42 第 26 题 得 
DT +(n-2] 
= 允 1D2 (as-2( -1) 
(Ta 也 (Ra 二 


2 
2.[ 中 国人 民 关 学 ,1991 年 ) 证 上 明 ， 


高 警 代 数 琴 种 精 秩 


1+o 14+ 归 … 14 好 
1+ 吹 1+ 王 … 1+ 霹 
二 人 二 汪 放 十 侣 全 下 2 辣 生 生生 让 者 璐 三井 二 这 证 = 也- 5) 已 也 一 有 (和 -1 由 


1+ 和 如 + 粒 1 二 雹 


证 设 帆 式 左 端 为 入 。, 先 加 边 ,那么 
1L0 0 ，… 0 1 -1 


1 14+xl t+o… 1+ 峙 1 Yi 
全 式 左 端 = 全 ,= 111+w + 旭 …1+ 奏 |=| 1 如 


0 
六 


11+ 和 14+ 旭 和 14+ 允 | 11 和 庆 … 加 
青 把 第 ! 行 拆 成 两 项 之 和 ， 
2+f-1) 0+f-1) 04+47-1)7 和 0+7 -1 


] 41 好 双 
会。= : 2 寻 二 
1 生 4 2 
20 0 : 身 
信人 双 Il] 1 1 1 
1 4 好 二 
-| 1 闪 … 允 |- 
让 忆 Ta 
二 2 踊 一 拓 ) - 灵 (%- 1 巡 一 3 
=， 玉 ，( 共 -428s- 训 (x- 人] = 卫 式 右 羡 ， 
妇 .( 华 中 师范 大 学 ,1996 年 ) 计算 上 阶 行 列 式 
多 码 如 呈 了 姻 
一 和 区 本 三 了 
五 = 这 
一 人 一 人 
一 业 一 和 一 人 


解 将 第 行 拆 成 两 项 和 : -aa=0+f-e)x=tz-ai+a 所 以 也 
可 写 虑 两 个 行列 式 之 和 , 即 


在 站 区 各 
泽 可 时 痊 一 昌 几 阁 但 

加 。 二 羡 二 站 己基 辣 所 冲 二 高 轴 二 汪汪 十 放 评 二 注 本 这 二 证 古 合同 二 主 二 包 杂 | 
一 归 一 站 一 生 这 王 一 必 一 必 一 要“ 党 本 
和 遇 一 本 一 自 -站 一 本 丸 

反 旺 全 各 天 愉 窟 

区 十 于 

一 《光一 如。 -| 十 人 : 
训 十 焙 他 


= 【多 -如 万 + 二 十 丰 ) 


电 


类 似 ,将 下 转 电 后 ,将 第 上 行 拆 成 两 项 和 as=0+ax=fa+xl)-a, 仿 


上 可 得 
了 五 = (xz+dG 有 -afr- as -1 
(x+axm-tx-ax 人 外 ,可 甫 得 
驴 = 二 [(z+a)"+(z-e)]， 


中 . (华中 师范 大 学 ,1993 年 ] 计算 
好 1] 十 圳 | 由 1 古 RS 上 


总 @2 十 曙 直 9 避 
| 
加 b 各 au + 加 
解 ” 加 边 ， 
1 避 恬 站 1 ~-1 -1… -1 
由 1 十 卫 ) 站 由 由 弛 | 
心 。 到 硬 2 也 他 2 十 由 有 > 王 四 
加 记 ”+ 也 记 上 
1 十 名 十 人 十 5 --】 ~! -1 
在 ] 性 
上 1 
ca 


二 


-下 


高 殖 代 效 是 坦 精 四 


直 由 
= 01+ 如 + 证 + 加) em 
85.( 些 中 师范 大 学 ,1995 年 ) 计算 m 阶 行列 式 
1I+a 有 四 二 


曲 夺 早早 中 由 由 二 早早 理 刘 本 直 于 平平 音 理 平 且 下 和 


剖 人 2 
和 解 ” 相 当 于 上 题 中 ci = mm = …= 中 =1, 再 转 置 
下 = + ai++ 全 十 十 全- 
86.{ 华 中 师范 大 学 ， 19%3 年 ) 计算 = 阶 行列 式 


+ 本 人 已 1 gr 
于 
交 221 证 号 2 0 
他 h 安 1 全 党 十 区 到 
杉 ” 用 加 边 法 
1 aa Ga 0 如 


站 5+ 轩 ma 


间 二 由 册 而 旦 昌 旦 于 


] al ea aa 
一 苹 ] 冲 
号 一 上 和 3 


ta 到 nm 
(天 当 *ifzz… 禹 闫 0 时 ,由 夭 型 行列 式 宴 


1 二 对 + 
亲 2 al oz | 
夏 习 1 性 了 羡 
妆 ， = =(f1+ 号 + 
人 人 加 【《 包 ] 放生 1 和 开 了 
性 3 


是 


高 车 代数 旦 解 精 本 


( 轨 当 2 关中 有 且 仅 有 一 个 二 =0, 这 时 取 第 工行 ,第 站 行 ,由 拉 普 
拉 斯 屎 开 式 可 得 全 。= 区 -1185 和 
( 轨 ) 当 赔 ，， 刀 中 有 两 个 或 两 个 以 上 才 =0 时 ,会 =0. 
时 .{ 华 中 项 范 大 学 ,1994 年 ] 计算 n+1l 界 行列 式 
丰 一 了 必 0 … 10 


YE 在 -1 人 站 
有 = | 上 本 一 0 
ax Us 1 ra ge 3 
解 ”将 第 2z 列 梯 = 加 到 第 1 列 得 
0 | 0 人 :人 
四 LT) @@ 一 0 
有 ,= | af 十 站) 人 在 -1 … 0 


站 


ER we 
按 第 1 行 展开 ,可 得 


瑟 1 = 芽 二 全) 四 = 《二 全) 下 = 《二 


姓 


={x+a)n-1i | -az+o 


呈 各 
88. 【华中 师范 大 学 ,1995 年 ) 计算 行列 式 


好 | 好 7 ta 0 
1 0 帮 让 
及 = 心 1 履 下 2 


解析 第 : 列 科 (-4)1f= 1,2…0) 统 统 如 到 最 后 一 列 得 


2 -之 0 
1 0 0 


和 + 站 
0 1 和 0 0 11507077 关 号) 


= 三江 二 D "1 之 ai 


高 车 代 数 是 钊 内 粹 


8 另 ,[ 华 中 师范 大 学 ,1996 年 计算 行列 式 
并 于 -1 Pr 3 2 1] 


一 1 区 履 必 和 用 
-1 亚 侨 人 
贱 = 和 
站 性 问 -1 四 
站 恬 扣 站 一 1 


解 ” 按 第 1 行 展开 得 
五 = mm -t+ 一 1 + 
吕 . (起 汉 太 学 ) 计算 阶 行列 式 


1+ 和 了 
呈 了 十 克 
也 宇 “ 攻 ,其 中 至 二 位。 
Y 
芳 卫 汪 攻 
解 按 第 工行 展开 得 


四 = | 十 3 二 由， > 【1 十 和 下 1 ~ xD 27. 
责 - 有 -= 丈 下 -局 ) 


ee -4+ 雪 | =a 个 


| 
于 ] 二 区 


由 串 式 得 
下 = 上 -+ 和 枯 = 有 二 名 
= 世 玉 寺 尖 ] + 和 + 和 
91. 【武汉 大 学 1998 年 ,西安 交通 大 学 ) 设 n 关 2, 有 (xz), 户 (z)， ,天 
《2 是 基于 x 的 次 数 和 na- 2 的 刍 项 式 , ai az,… ,an 为 任意 数 ,证 明 : 行 列 
式 
有 (al Ga 四 所 (2 


(aa 万 (a) (oa) D 


mm 


用 (ma) 万 (om 无 (o) 
并 举例 说 明 条 件 * 次 数 所 上 -2 是 不 可 甬 少 的 . 
证 (1) 当 mm,az, 中 有 两 个 数 相 局 时 ,中式 显 然 成 立 ( … 有 两 行 
相同 ) . 
(2) 当 ai, oo 互 不 相同 时 . 令 


高 等 代数 题 铎 精粹 


有 (人 态 ( 


二 及 (aaj 万 (az) … 天 (az) 加 


用 (oai 六 

由 于 As 的 次 数 二 mm-2 (=1,2…， ai 因此 天 (xs) 上 只 有 了 两 种 可 
能 . 

(1 ) 若 所 拉夫 0, 则 3(PCxsm-2, 此 时 Rs 最 客 只 有 -2 个 不 园 
要 上 想 由 钙 式 ,将 下 ,人 代 人 均 有 并 本 1)=00f=2…,a), 即 有 mn-1 个 根 ， 
政 盾 .其 R(z)=D0 

(ii RTVxY) =0. 再 将 《= ay 代 人 人, 即 证 吃 式 . 

(3) 条 件 “ 次 数 志 4 -2 是 不 可 侧 少 的 ,比如 设 ma=3, 乒 (x) = 1, 太 (zz) = 
x+2, 有 fx)= 天 + 再 取 cl =0,m=1,as= -1 ,这 冉 

号 式 堪 端 为 


和 


0 (0 态 人 0 1 2 1 
Ai ti Ji =|l 3 2| =20, 即 由 式 不 成 立 . 
有 -1 站- 用 (- 雪 ] 1 > 
9.【 华 中 师范 大 学 ,1994 年 ) 计算 na 阶 行列 式 
1234. 站 
iT2 3 ma ]】 
方 .二 1 1 2 下 一 他 
1 xy 1| 用 一 了 
lwxwxw ee 1 
解 ”从 第 2 行 开始 直 革 第 = 行 , 每 行 ! - 1) 加 以 上 一 行 得 
0 1 1 1 1 号 
他 于 ) | 
0 1 | 
| | 是 


0 0001-xzl 
1 Ye 
上 月 从 第 a 行 开始 直至 第 2 行 ,每 行 乘 ( - 1) 加 到 上 一 行 得 


高 于 代数 是 坤 精粹 


时 站 和 … 心 站 
T 一 本 站 日 0 了 


和 DT 半 和 
1-x 1 


宇 【 RE ] 7) +12 


努 .{ 中 山大 学 】 设 x 是 ax1l 算 阵 ,yy 是 1xn 答 阵 ,aa 是 实数 ,证 明 ， 


(下 ~ ay)= 1- 全 Y， 


证 设 
站 一 《13 三 (77 那么 
了 -axl3i 一 一 1 
到 在 9 
FE 7 了 上 2 WE 
-ao 一 er 7 工 - ax 
1 7 站 入 
站 让 -ar 一 种 1 
= | 和 一 ar 站 1-ogo 
0 一 at 一 ax 1- ax 
1 站 Ja 
人 和 I 
三 HE ] 
fa ] 


1 一 (ext 放 + 


= ]- oz 二 ] 一 Wr. 
外.( 西 宏 交 通 大学) 计算 


主人 


是 ER 
AN 尼 ] 在 个 


月 有 日 和 


解 〈D 当 as 月 时 ,用 第 1 行 的 { - 上 人 悦 分 器 加 到 其 它 各 行 得 


了 am 


高 区 代数 是 香精 罩 


各] 在 它 
@ 一 和 和 一 下 人 避 
六 二 | 区 2 站 Xj 一 父 4 
好 -并 夏 站 和 一 站 
按 第 1 行 展 开 得 


人 = 一 站 人 [期 一 站 各 一 站 下 古人 和 一 站 上 和 一 下 和 和 一 站 二 
十 二 和 一 站 上 向 一 是) 
(2) 当 ms 关 月 时 ,将 量 后 一 列 拆 成 两 项 和 ,所 以 
和 # 0 


站 | 


局 


有 月 月 … aa 月 月 用 和 甸 -e 
= 有 + ru 一 站 心 


%L 巡 


和 本 月 和 


厂 


8 BR 有 … a 
在 妃 中 从 第 2 行 开始 ,直至 第 " 行 ,每 行 乘 { - 1) 加 到 上 一 行 得 
#L- 卢 -和 人 0 0 0 


D= | o 
上 有 日 a 

将 四 代 人 中 得 

As=e 首 (和 -用 +(z-a)Aw 轩 

直 对 称 性 , 允 有 

As=8 江 (za -oj+(a- 朋 As-i 


(月 x 国 -人 -zx 图 可 解 得 
全， = 一 [en(as- 且 -~-p 让 (xs - 严 )] - 


中 .| 北京 航空 航天 大 学 设 阶 太 阵 


2 0 0 0 0 0 
二, 下 
二 0 0 0 
有 志 2 二 0 0 0 
此 = 站 
刘 : -了 
0 0 0 0 5 
滞 
0 0 0 0 3 
试 证 : 当 1<4 时 ,4 为 非 奇 虱 阵 ， 
解 (1) 先 计算 
1 
人 广 收 和 蜂 
1 1 
二 本 了 1 
0 0 0 志 2 
按 第 一 行 展开 得 和 ,=2A。 -二 Arar4As -8Asi+1s0 
作 特 征 方程 422 -Se+1=0 解 得 二 = 24 -2 
2 1 PC 
^= 4 2303j + 8 2 到 | 吃 
当 m=1 时 2=4+ 隆 厂 
1 2+ 且 22- 有 
汪 
1=(4+23744+1(4- 2 万) 有 ， 二 
4- 了 
(4+243) x 四 -二 , 解 得 日 = 1 
_ 了 +443 
外 -1(4-.3)x 国 解 得 ee 
A 43+712+ 矶 1 -712 再 1 
人 


高 普 代 数 是 韩 精 入 


xn-1 Eee 4 2 2 
月 - 平 
5 守 (25 多 12 各- 
全 当 四 RE 
党 。 


【2 再 计算 141 , 控 141 的 第 一 行 展 开 得 


由 
[1 = 2 人 1 人 全。 


<4, 141>2 和 |- 全 Ai ES 
141 二 六 即 4 为 非 奇 异 有 路. 
站 , 讨 算 m 阶 行列 式 


上 十 大 co 咎 站 本 站 站 
1 ao+p aog 0 0 0 
 - 1 a+ 月 明 避 0 
0 0 a+ 有 明 
心 下 0 1 习 十 正 
解 【1 当 = 站 时 ， 
局 =p* 


(2 当 m 夫 站 时 , 控 第 1 列 展开 得 
及 = (at+ 朋 六 -aap， 
些 即 
局 一 (十 月 吕 +apD =0. 
作 特 征 方程 
奏 -( az+P 有 x+o=D， 
.| = 人 5W2 = 月 ， 
(1) 当 a=8 有 <0 时 , 则 
卫 ={4+ 十 Jo 1 
当 m=1 时 天 =w+ 呈 =2a= 几 + 在 ， 
当 m=2 时 下 =3e2=(4+2 了 3)c， 
由 地, 地 解 得 4 = 用 = ea. 
2 县 =《【 下 + Tom. 
(1i) 当 aa 天 有 县 =z0 时 


划 区 四 口 


高 苞 代 至 题解 精 二 


且 = dan 1+ 851， 


当 a=i 时 as+ 有 =4+ 旦 ， 地 
当 nm=2 时 2+ 尿 + 吧 = 如 + 丽 ， 电 
由 是 ,@@ 解 得 
-这 2 及 
基 凡 = 人 5 一 地 
9.{ 齐 门 大 学 ) 设 密 项 式 
大 z) = ai+G 太 + 《0 全 全 
的 二 个 根 为 gl ,aa yau， 
DCD= 窜 2 有 (ao @ 
为 扎 x) 的 判别 式 . 证 明 : 灵 *) 有 重 根 的 重要 条 件 是 
了 
AN=| 2 | =0 国 
和- 
其 中 吕 = 晴 + 牛 + 古 十 过 《二 二 看 ,二 ) 由 
证 ”因为 
1 1 1 … 
AN 上 1 立 2 Cn 1 az 1 
中 TI aa 晤 1 
= JJ (ai- 闻 并. 全 


上 上 壹 了 荆 咕 村 


有 重 根 一 站 (六 =0 扣 嘻 =0 全 由 =0. 


高 等 代数 题解 精粹 


， 前 条 的 面 和 上 地下 各。 


是 划 


只 更 丁 此 吨 巧 西 酌 丁 本 丁 交 现 现 巩 3 


第 三 章 ”线性 方程 组 


1 概念 与 解法 
【考点 综述 ]】 
]. 答 阵 (由 ma 个 数 排 成 严 行 上 列 的 表 : 
al az ”8@n 在 1 中 
Re 
Bl Da ”nn Qnrnl Ts “1 
称 为 一 个 严 交 下 姑 阵 . 


(2) 数 城 忆 上 一 切 严 x na 矩阵 组 成 前 集合 , 记 为 可， 

(3) 当 中 = 时 , 严 *" 称 为 n 阶 方 阵 组 成 的 集合 .对 角 钱 元 素 都 是 1, 其 
余 元 系 都 是 0 的 方 阵 称 为 单位 阵 , 沁 为 品 ( 或 到 ). 有 时 , 简 记 为 苇 (或 万. 

(和 户 < 或 六“ 中 元 吉 都 称 为 mn 维 向 量 . 

(3 元 素 全 为 0 的 mxrm 和 矩阵 , 称 为 堆 短 阵 , 记 为 0..., 有 时 , 简 记 为 由 

(6 阶梯 形 托 阵 ,它们 的 住 一 行 从 第 一 个 元 训 起 至 该 行 的 第 一 个 非 零 元 
雪 所 在 下 方 及 左下 方 全 为 霍 ; 如 果 某 一 行 全 为 零 , 则 它 的 下 面 各 行 全 为 办， 
这 样 的 严 xXPm 垂 阵 称 为 阶梯 形 拭 阵 ， 

(7)4 的 转 是 矩阵 记 为 由 (或 47) , 若 4 是 严 xa 瞪 阵 , 则 少 为 上 xmm 抵 
阵 . 

2. 矩阵 的 秩 (1) 设 非 堆 算 阵 4 = (oj 。,4 中 若 存 在 一 上 * 防 子 起 不 


高 千代 数 题 韩 精 粹 


等 于 零 ,一 切 *+ 1 阶 子 式 都 等 于 零 , 则 称 4 的 秩 为 *, 记 为 秩 4= = 或 rf4) 
一 8 
(2) 若 4=0，, 称 秩 4=0. 
{3) 秩 4 = Dessd = 0. 
3, 初等 变换 (1)4E 丁 * ,4 的 行 (或 列 ) 初 等 变换 是 指 下 列 三 种 之 一 ， 
《| 交换 4 的 两 行 (或 列 1; 
(ii 用 顾 中 一 个 非 零 数 上 乘 4 的 某 一 行 (或 列 )1 
【和 ?把 4 中 某 一 行 (或 列 ) 的 上 倍加 到 4 的 男 一 行 (或 列 ) 上 去 ,其 中 大 
拓 声 . 
(2)4 的 行 变换 或 列 变换 ,统称 为 4 的 万 等 变换 ， 
[34 经 过 若干 次 韦 等 变换 得 到 虐 阵 史 , 称 4 与 电 等 芥 , 记 4-= 有 8. 若 4 
= 且 , 忆 =, 则 让 一人， 
54 任何 和 矩阵 4 都 柯 通过 若干 次 行 初等 变 摘 ,化 为 稚 磁 形 矩阵 - 
4. 线性 方程 组 
(1 线性 方程 组 有 4 种 表述 ， 
GT1X1 十 如 1 和 十 于 克 In 二 二 
肆 2] 知 ] 十 三 2 区 十 十 生 20W 一 是 


(| ;标准 型 


二 


呈 


Cr X1 十 Gin2X2 十 十 nin 二 所 
(ji ) 托 阵型 . 令 几 = [ar]-sx 二 [ xxaz， ,有 = 「 


则 方程 组 中 可 表述 为 4x = 旺 . 也 
ji 好 性 好 1 
( 科 列 向 量 型 . 令 au=| | aa=] 2 =| 
人 1 | Tim 
则 方程 组 中 又 柯 表述 为 
XI 二 Xo0 十 … 十 Wan 二 县 总 ) 
(入 ) 行 向 量 表 方程 组 由 还 可 表述 为 
XI6 1 + 262 + 二 二 加 地 ) 
(2) 在 方程 给 四 中 , 若 号 =0, 即 4 =0, 称 为 齐 次 线性 方程 组 ,车 8z0， 
称 为 非 齐 次 线性 方程 组 


(3 在 方程 组 侈 中 . 若 do = 呈 , 刚 称 x 为 它 的 一 个 夫 . 
{4) 在 方程 组 办 中, 称 4= (4 ,有 ) 为 外 的 增 广 拖 阵 ， 
(351) 称 4 = 站 为 各 = 有 的 导出 组 ， 


高 于 和 代数 是 和 坤 精 炸 


{6 在 方程 组 此 = 日 中 , 若 4 为 吓 xn 鱼 阵 , 册 方 垂 组 人 轧 有 mm 个 方程 
(ji ) 若 秩 44= 秩 4 = nm, 方程 组 四 有 了 唯一 解 ; 
(站 车 秩 4= 秩 4< mn 方程 组 多 有 无 穷 儿 个 解 ; 
{ 有) 若 秩 4 关 秩 4 ,方程 组 四 无 解 ; 
(7 在 齐 次 方程 组 4 =0 中 ,4 为 mxp 矩 亩 , 其 解 的 情况 如 下 ， 
(| ) 闭 秩 4 = = ,方程 组 dx = 有 有 唯一 零 解 ; 
(ii ) 若 牧 4< ,方程 组 4x =0 有 无 穷 多 个 解 ,从 而 存 非 霍 解 . 
5, 克 生 姆 法 则 设 4 是 axa 比 阵 ,线性 方程 组 4x = 3. 也 
戎 141 关 0 方程 组 名 有 了 唯一 解 为 ; 
全 ! 全 和 
人 
其 中 心 = 141, 扩 ,为 141 中 第 并 列 换 为 旦 ,其 它 各 列 与 141 相 同 的 * 阶 
行列 式 人 = 1,2， am). 
6. 解 线性 方程 组 4 = 且 的 步骤 ， 
(分离 出 增 广 矩阵 4 = 【4 , 呈 ); 
(2 将 4 通过 行 杞 等 变 搞 化 为 航 梯 形 矩 阵 ; 
{3) 原 方程 组 与 航 梯 形 红 阵 表示 的 线性 方程 组 同 解 ; 
(4) 兰 断 有 无 解 , 并 在 有 解 的 情况 下 ,得 出 通 检 ( 或 一 般 解 ) . 
【经 典 题解 】 
如.{ 中 山大 学 }) 判断 方 程 组 
1 一 联 克 十 汪 3 十 和 二， 
[ass 一 工 ， 
着 | 一 立 光 3 十 和 十 本 区 二 末 ， 


的 可 解 性 并 求解 


1 -2 1 1 1 -2 1 1 
解 4=|1 -2 1 -1 -1|-I0 00-2 -2|- 
1 - -21 5 5 DO0OD 4 # 


… 稚 4= 秩 4=2<#, 此 方程 组 有 无 穷 包 个 解 ,其 通 解 为 


党 写 一 


区 一 业 丰 | 一 大 2 
节 2 芝 此 
其 中 晤 . 品 为 任意 常数 . 位 


妇 = 各 


xd ] 


高 吾 代 数 是 解 精 狂 


注 ,此 方程 组 的 解 , 除 作 表 达 外 ,还 可 表达 为 ， 
| 其 中 因为 自由 未 知 量 ( 即 可 为 任意 常数 ) 
蝎 .( 东 北 师范 大 学 } 用 行列 式 求 方程 组 中 的 * 值 . 
+y-25= 一 了， 
上- 
2 +T3y+s=1. 
了 1 一 2 
1 -2 3 
2 3 1 
3 ]〗 -了 
1 -2 人 乡 
2 3 


和 解 ” 由 克 莱 姆 法 则 ,所 = = - 和， 


人 3 一 一 - 员 ， 


本 
I00.{ 高 数 三 ) 若 齐 次 线性 方程 组 
Ar1 二 3 二 Ya 二 站 
| anysra 
区 | 十 多 十 %3 二 申 
只 有 等 解 , 则 ) 应 满足 的 条 件 是 


答 4 尖 1, 四 为 由 克 菜 姆 法 则 ,此 方程 组 只 有 零 解 ,必须 系数 行列 式 不 等 
于 , 即 


1 1 1 
本 
] 1 1 
101.【 高 数 一 , 高 数 二 ] 问 1 取 何 值 时 ,下 列 线性 方程 组 


0 = (4 -1 2 此 方程 给 只 有 零 解 ， 


苞 ] 十 光 3 三 由: 
| saramsana 
看 冯 1 十 和 十 十 如 3 荆 风 入 十 对 


有 解 ,并 求 其 解 的 一 般 形 式 . 


101A 10 1 4 10 1 

解 和 | 1 2 ia 上 1 -? za 1 -2 :| 
6 14 包 42 LO01 -2 3-4 0 0 1-A 

… 当 =1T 时 , 原 方程 组 有 解 ,此 时 原 方程 组 的 一 般 和 解 为 


高 于 代数 是 基业 粹 


zl 一】 一 虑 ， 
| 其 中 上 为 任意 常数 . 
xx 二 旧 
02. [华东 水 利 学 院 } ” 解 线 人 性 方程 组 
克 | 十 wa 十 了 X3 十 区 斌 本 
| sara 


了 守 1 十 汉字 十 3 十 寸 区 4 二 呆 : 


1 12 13 1 1 2 1 3 103 3 4# 
5 2 1 -+ 1 -】 -2? | 1 -1 -2 时 
2 4 47/ 0-l 1 2 1 0000 0 

秩 4= 秩 4=2<4, 此 方程 组 有 无 穷 争 解 ,其 通 解 为 


盔 ] = 二 一 了 后 | 一 32 
尼 3 一 一 + 天 十 之 大 2 


其 中 国 , 吕 为 任意 常数 . 

3 二 此 ] 

汉 4 二 上 2 
1I1] > 1 他 1 

i03.【( 高 数 三 ,2000 年 } emmaa|: 3 加 
] 所 -2 23 年 

则 ae=  ， 
答 :-1 


… 原 方程 组 无 解 ,… 秩 4=2< 秩 可 =3, 此 即 
和 ee 


ao_3ez0 ae3 人 
在 了 ]Yf XI ] 
104.{ 高 数 二 ,2001 年 1) 设 方程 组 [1 a 1 | 妇 |=」 1 | 有 无 穷 多 
] [ 上 让 了 一 立 
解 , 则 = 


高 葡 代 获 题 旬 精 熔 


1 ea gj=fae-1l0ae+2)， 


] 1 aa 

当 me#1l1 月 ee-2 时 有 唯一 解 , 舍 去 . 
当 a=1 时 ,可 验 膛 原 方 各 无 解 , 世 合 去 . 
当 a= -2 时 , 原 方程 组 增 广 矩 阵 为 


2” 1] 1 2 
4d=| 1 -2 1 1 = 了 
1 1 -2 -2 LE 


… 秩 4= 秩 4=2<3, 原 方程 组 有 无 穷 客 个 解 .…a = 
1 号 (华中 师范 大 学 ,1997 年) 解 线 性 方程 组 


十 GEWY2 十 全 2 二 人 


2 二 ba 二 让 14= 肯 ， 
xi 十 er 二 ee = 四 
其 中 e,5,e 是 互相 相等 的 常数 ， 
解 : 设 系数 行列 式 为 入 , 则 


1 3 虹 
人 =|1 8 要 | =(5-eie-ehe- 切 天 0. 
] er 时 
由 到 苹 姆 法则 此 方程 组 有 唯 … 解 . 
Ga 丰 虹 mr 1 aa 
入 I=| 要 二 要 | = 本 | 1 = 全 
愉 ec 1 <e 
1 昌 遇 1 扣 人 
=|l1 夯 唐 =10 了 -时 归于 
1 人 9 们 攻读 -人 
一 [有 - 提 并 人 -3 
1 aa 
人 = | 由 要 (人 -tc-e)( 要 - 扫 ). 
ie 
此 方程 组 瞧 一 解 为 : 


人 


高 于 伐 数 是 解 精 入 


LA 


和 
出 全 -天 + 上 + 本 TEA 


YX3 二 在 十 已 十 

]106.1 西 北 电讯 工程 学 院 , 工 程 兵 工 程 学 院 ) ” 设 线 性 方程 组 
4xr1 上 82 二 5 二 二， 
地 ] 十 Ara 二 %S 二 下 
多 十 2 十 Ai = 和， 

1) 对 4 的 不 同 值 ,讨论 方程 组 的 解 ; 

(2) 求 = 时 ,方程 组 的 解 . 

解 (1) 系 数 行列 式 入 = (14- 12014+20). 

【ji ) 当 41 且 Ax<-~-2 时 ,方程 组 有 了 只 一 解 . 


(1 + 1) 
且 方 程 组 唯一 解 为 * = -= 区 = 人 出 


(iiy 当 4a=1 时 , 原 方程 同 解 平方 程 组 ， x1d+xz+s=-l, 页 原 方 程 组 有 
无 穷 多 个 解 , 其 通 解 为 
xl=1l-3- 引 其中, 力 为 自 直 未 知 量 ， 
《和 )? 当 = -2 时 , 康 方 程 组 变 为 
一 2xi 寺 wa 十 5%3 二 上 ， 
| -=: %4 三 一个， 
X1 十 X 一 之 和 9 二 十， 
三 式 相 如 得 0= 3, 矛 盾 , 故 当 1 = -2 时 , 承 方 程 给 无 解 . 
(2)? 当 = 和 0 时 ,由 上 面 ( 蕊 知 方程 组 有 唯一 解 ,由 中 式 得 唯一 解 为 


去 1 一 -三 ,ma= 症 , 轨 = 卫 ， 

107. (中 南 财 经 大 学 ) h,P 为 何 值 时 ,线性 方程 组 
ATT %a 十 %3 二 十 

rns 有 了 唯 一 志 .无穷 沁 解 .无 解 ? 
Y] 十 /3 十 了 二 中 

解 ;: 由 于 系数 行列 式 包 = ma 人 -04)， 

( 孔 当 关 关 0, 且 4z1 时 , 原 方 程 给 有 唯一 解 ， 

(2) 当 产 =0 时 , 原 方程 组 变 为 


高 车 代数 题解 精 转 


HAYi + 和 十 和 二 年， 
和 二 妇 二 3 
| 十 赤 3 =， 


由 后 两 个 方程 可 知 , 当 wm=0 时 , 原 方程 组 无 解 . 
(3) 当 4= 时 日 2x0 时 , 原 方 程 组 增 广 矩 阵 为 


1 1 1 4 1 1 1 14 人 
+ “人 2 
1214)on0l 0 10 
0102、r0o10 2 
012| oo1 2 
下 0 00 一 -2 


…( 1) 当 1 = Dzze 计时 原 方程 组 无 解 


(用 当 )=1 且 上 = 寺 时 , 原 方程 组 有 无 这 多 解 ( 秩 4 = 秩 志 =2<3)， 
108, [华中 师范 大 学 ,1996 年 讨论 4 取 什 么 值 时 ,方程 组 有 解 ,并 求 
【1+ AAA + A++ Ma 荆 二 ， 
如 二 《AD)4a + 二 时， 
% 十 和 二 攻 1 十 和) 一 六 2 
解 ”系数 行列 式 和 = 4204+3)， 


(1) 当 4x0 且 1z 关 -3 时 ,方程 组 有 唯一 解 . 

2 一 类 | 242 一 人 
10A+3 们 2 一 (+31329 二 (743) 
{12 当 A= -3 时 , 原 方程 组 变 为 


一 卫 3 十 3 十 3 = ， 


%1 一 2x2 二 XI 二 -3 
2 十 42 一 了 3 二 日。 
此 时 方程 组 无 解 . 
3) 当 =0 时 , 厌 方 程 组 为 
4 + 3 十 43 二 
#X1 十 %2 十 %3 三 蜂 ， 


赤 | 十 可 y 于 册子 = 人 . 


玄 等 代数 题解 精 梓 


此 时 ,方程 给 也 无 角 . 
]09. (兰州 大 学 ,华中 师范 太 学 ,1994 年 ) 设 
《1 TAXAyzy 二 ax3 二 AZz+2A， 
xi ATI+A)xa+3 二 A++21， 
二 | 十 和 二 (1 十 83 一 2， 
当 4， 为 向 值 时 方程 组 有 解 , 并 求解 . 
解 :系数 行列 式 么 = 和 (4+3). 
( 扫 当 zx#0 且 14# -3 时 , 厌 方 程 组 有 唯一 解 , 并 由 克 莱 姆 法 则 可 得 . 
_ (+2I2-A2) 人 +2)024-1 


1 二 1 +3 人 1 十 本 
《+2a342342 24- 1 
志 十 3 


{2) 当 14=0 时 , 原 方程 组 司 解 子 + xy + m =0, 困 此 床 方 释 有 无 穿 窗 
个 解 ,其 通 解 为 r =- 呈 - 号, 其 中 ,后 为 自由 未 知 量 . 
(3? 当 = -3 时 , 原 方 程 组 无 解 ， 
110.1 高 数 二 ,1997 年 】 ， 取 何 值 时 ,方程 组 
了 区 ] 十 4xz7 一 六 | 一 上 ， 
Ax] 一 %a + x3 二 他 ， 
4xi1 二 5x3 一 553 二 -1 ， 
无 解 , 育 唯 一 解 或 有 无 穷 泥 解 ? 并 在 有 无 穷 多 解 时 , 写 出 方程 组 的 通 解 ， 
解 : 方 各 组 的 系数 行列 式 入 = (1 一 13153444)， 


《1 下 azl 且 2 - 与 时 ,方程 组 有 唯一 解 . 


们 当 = - 亏 时 ,不 方程 组 可 变 为 
xy ~- 4x2 一 5553 二 ， 
4x1 + 5 -5853 = - 坦 ， 
431 + SS 一 553 二 一 下 
从 后 两 个 方程 知 原 方程 组 无 解 . 
(3) 当 4 = 工时, 原 方程 组 的 增 广 托 阵 为 


2 1 -= 2 1 -1 ] ?2 
4d=i1 -1 | 2 | 2 1 -1 1 mm0 3 -3 -3 
4 5 -5 -1 4 3 -5 -1 D 5 -9 -9 


高 交 代 煞 是 解 精 桩 


1 =- 1 > ] 0 一 1 
一 | 站 JI -1 =- 一 0O0it -1 -1 
收 0 和 站 全 站 六 0 


… 物 4= 秩 4=2<3, 原 方程 组 有 无 穷 多 解 ,其 通 解 为 


zl= 一 1， 
人 其 中 为 任意 常数 . 
53 二 下， 
111.( 高 数 三 ,1994 年 ,华中 师范 大 学 ,1993 年 设 有 线性 方程 组 
xl + Ga+ ozs= 二， 
x+ x+ 权 刀 = 二 ， 
x+ 四 2 二 23 二 叶 ， 
大 ] 十 全 4 和 2 中 6 和 3 二 人 
《14 和 证明: 若 oa,o3,e4 两 两 不 相等 时 , 则 此 线性 方程 组 无 解 ; 
(2 设 m=m 本 =8az= 旭 = -上 生 关 关 0), 用 已 知 肌 =( -7 和 = 
0,1,- 31)7 录 该 方程 组 的 两 个 解 , 写 出 此 方程 组 的 通 解 . 
解 :(1) 设 原 方程 组 的 增 广 矩阵 为 4, 则 由 ai, ez, oa al 两 两 不 等 ,1 玫 | 
= 册 (e - oj 和 
.… 秩 4=4, 和 而 秩 4=3,… 秩 4z# 秩 4, 原 方程 组 无 解 ， 
(2) 当 ai= m= oa=as= 一 上 时 , 原 方 程 组 的 增 广 拭 阵 为 
上 站 ] 直 让 中 
1 -站 息 一 中 0 -32 自 一 2 好 
[ 
] 


下 中 a 0 0 0 
-站 D 0 习 心 
] 天 姑姑 1 0 了 0 
0O10- 嫉 |i01 0 刀 
00 0 和 0D00 0 0 
0 0 0 0 000 0 
… 秩 4= 秩 4=2<3, 原 方程 组 有 无 穷 多 解 , 其 通 解 为 
zi ~ 
吧 二 要 其 中 "为 任意 常数 . 
反 3 二 下 


注 :也 可 把 通 解 表示 为 


高 尊 代 玫 其 香精 粹 


| 2 
:aeaa- 风 | | 寺 ]mesoaams 
二 2 

112.1 高 数 四 ,1997 年 非 齐 次 线性 方程 组 48 = 上 中 未 郑重 个 数 为 n， 
方程 小数 为 mm, 系数 矩阵 4 的 秩 为 r, 则 (  ) 

(Ar= 卫 时 ,方程 组 4 = 上 有 解 

(HBJr= 站 时 ,方程 组 4 = 上 有 唯一 解 

【D 下 = 时 ,方程 组 录 = 点 有 险 一 解 

(DJ)r<n 时 ,方程 组 4Y = 六 有 无 穷 移 解 

答 :(A).… 直 是 严 xa 纯 阵 ,4 是 mxfn+1i) 绝 阵 , 当 = 如 时 , 必 有 秩 
4= 秩 4=n, 摔 方程 组 4X = ,一 定 有 解 , 故 选 (A). 

113-. (高 数 三 ,2001 年 ) 设 4 是 na 阶 矩 阵 ,a 是 ia 纵向 量 ,共和 蕉 


( “) -= 获 4, 则 线性 方程 组 ( 
(AJ4Y = a 有 无 穷 光 解 (B)4f = a 必 有 了 哈 一 解 
(ol 虽 ( 引 -6 名 有 和 钥 。(D) 人 人 (人 -9 必 有 非 稚 角 


答 :(D). (7 人 是 n+ 1 验方 阵 


汪 | = 4, 选 (D)， 

114.1 华 中 师范 大 学 ,2002 年 ) 设 nm,…,r 是 线性 方程 组 4= 
(二 关 间 的 任意 坟 个 解 .证 明 : 

【1 者 站 站 + 乱 疡 + 0 则 习 且 = 0 


恬 | 中 = 知 骨 扫 中， | 


(2) 若 证 mm 和 mm+ + Un 是 包 = 的 解 , 则 袜 态 = 工 
证 (1) 已 知 与 n+ 丰产 +…+ 帮 =0. 两 过 堪 乘 4, 得 
0= 入 如 + 恩 和 + 《由 人 0， 明和 =0 
(2 由 题 设 知 

和 = (和 六 十 二) (和 

(上 丰 -1)5=0 -01=0, 此 即 六 大 = 


115. 【北京 天 学 ，1998 年 ) ”讨论 e，8 满足 什么 条 件 时 ， 数 域 天 上 
的 下 述 线性 方程 组 有 唯一 解 ， 无 穷 多 个 数 ， 无 解 y 当 有 解 时 ， 求 出 该 方程 


高 等 代数 是 有 韩 精 入 


组 的 全 部 骨 . 


全 万 ] 十 了 地 十 3x4 三 了 
汪 1 十 二 wa 于 53 二 下， 


2x4 + 2s2 二  = 3. 
aa3 3 3 14 11 1 和 1 
| 4 1 | 2 上 生 | - 石 五 -2 
22 3 33 3 D 了 -4 了 -人 


人 号 ~- 寺中 总 右 (3- 9 - 记 二 包 (3 - 4) 3 一 器 


(0) 当 (3- a) - 地 = 纪 (3 -4a)w0, 原 方程 有 唯一 解 ,其 解 为 
总 一 
(3- o)- 筷 2(3-4a) 


亚 


本 《 酝 一 2 了 一 站 
603- ay-(2-83-4a)， 
| (和 -2(3-a) 
”人 3 一 (2 要 (4a)， 
( 当 3- a- 他- 旨 弘 -491 - 0, 日 nz3 时 , 原 方程 无 解 
(3) 当 5=3,5=2 时 , 原 方程 组 同 解 于 方程 组 : 


| 和 1 十 站 43 十 Y3 下 ， 


这 二 必 ， 
龙 | 一 | 一 大， 
Re =0， 其 中 下 为 任意 常数 ， 
W 一 关 


116.【( 华 中 师范 大 学 ,北京 上 芍 大 学 } 设 4 是 严 xm 实 矩阵 ,证 明 : 
秩 t44 ) = 夭 (44)= 秩 44， 


证 ” 先 证 明 : 秩 (44) = 秩 4. 二 
= 邵 (4 
忆 44=0 


以 上 证 得 44f =0 与 4 =D 同 解 ,从 而 它们 基础 解 系 所 售 向 量 个 数 彼 


此 相等 . 


高 等 代数 是 卯 精粹 


rn- 秩 (44)=m- 著 4 … 职 44= 秩 4. 类 和 有 秩 (44)]= 著 (十 ) 
但 秩 4 = 秩 山 ， 

忆 秩 (4401 = 秩 (44) = 秩 4， 

注 : 在 复数 城中 有 : 悉 本 = 特 (4 击 )= 著 4， 证 明 方法 同上 类 信 . 


| 1 一 1 ] 刀 1 
117. (清华 大 学 } se-|: 他 二 有 风 -过 "| | -| 
0 -3 aa+ 外 -和 委 
试 就 5 沁 的 各 种 了 依 情 况 ,讨论 非 齐 次 方程 组 MT = 丘 的 解 ,如 有 解 ， 
并 求 出 解 . 
解 …141= az- 芭 ). 
(1 当 ae0 时 , 且 5xa 时 ,方程 组 有 了 唯一 解 . 


一 上 1 
二 : 22 二 人才 - 


丰 | 三 
(2) 当 a=0 时 , 原 方程 组 无 解 ， 
(3) 当 = ze0 时 , 原 方 程 组 有 无 穷 守 个 解 ,其 道 解 为 


羡 一 】 
召 是 


1 ，， 。 其 中 为 任意 常数 


区 1 三 


ZJ 十 3a 一 2X3+374 二 修 ， 
18.{ 济 华 大 学 ) 设 2xr+xz-6s+d4x= -1， 

341 + 了 2x2z 二 xi+T7 = 一 1， 

邱 [一 f2 一 昌 3 一 和 二 上 十 卫 ， 
斌 讨论 P,: 取 什 么 值 时 ,方程 组 有 解 或 无 解 ,并 在 有 解 时 , 求 其 全 部 解 . 
1 一“ 3 厂 1 ] 一 了 3 括 
之 有 如 一 1 -2 -2 一 1 
3 学 再 了 一 ! D -1 p+6 -2 -1 
已 


解 ; 
-1 -6 -1 8+2 -2 -4 -和 上 + 

] 0 -二 1 一 
| 2 2 
DO 0 P+g 0 恬 
办 门 如 站 了 工 十 了 

(1) 当 +2x0,: 关 -2 时 , 诛 方 程 组 无 解 . 

《2) 当 上 = -了 时 ， 


南 莹 代 歼 题 鱼 精 罚 


【| ) 当 p= -8 时 , 原 方程 组 有 无 穷 多 个 解 ,其 通 解 为 . 
开 | 一 一 1 + 4 下 一 是 2 
ma 一 ] 一 也 大 一 也 站 2 ， 
1 其 中 力 , 二 为 任意 常数 . 

和 了 二 玫 1， 
妈 4 二 
【1) 当 p 关 -8 时 , 原 方程 组 也 有 无 穷 多 个 解 ,其 通 解 为 ， 
4 一 一 上 一 天， 
= |- 2， 
ee 其 中 让 为 任意 常数 . 
44 二 于. 
119.( 武 汉 大 学 ,2000 年 ) 设 4 是 mxa 和 窍 阵 ,4 多 = 也 为 一 非 齐 次 线性 

方程 组 , 则 必 有 

【&A)} 如 时 mm<m, 则 4r=, 有 非 堆 解 

《8 如果 秩 4= 下 , 则 4r =0. 有 非 零 解 

【C)? 如 果 4 有 nm 阶 子 式 不 为 零 , 则 4 = 忆 有 唯一 解 

[D) 如 果 4 有 ma 阶 子 式 不 为 霍 , 则 4 =0 只 有 零 解 

答 :(D).… 特 4=n= 未 知 量 个 数 , .45 =0 有 霍 解 . 

120.【 华 中 师范 大 学 ,1998 年 ] 设 数 域 严 上 元 (na>2) 齐 次 方程 组 有 


Erl 十 和 十 坟 3 十 六 十 四 二 站 ， 

车 | 士 qz 二 43 上 和 

光村 光 2 寺 十 二 

区] 二 吉 2 十 下 十 “十 本 一 人 
(la 取 何 值 时 ,方程 组 有 非 霍 解 ; 


2) 当 方 程 组 有 非 零 解 时 , 求 一 船 解 . 
解 f 二 此 方程 组 系数 行列 式 和 =fe-lin aa+ma-1). 
… 当 ==1 或 4=1-m 时 , 订 方 各 组 有 非 土 解 . 
(2if | ) 当 ==1 时 , 原 方 程 组 同 解 于 xl + x+… 二 和 = 由 
贡 一 一 (和 十 二 
- 通 解 为 | (=2，…, 本, 其 中 加， 机 为 任意 常数 
《ii) 当 a=1-ma 时. 秩 4=a-1, 其 通 解 为 
所 =KUis1l 2 na) 其 中 大 为 证 意 常 数 . 
1 【吉林 工业 大 学 ) 己 知 al 天 181, 求 解 方程 组 ， 


高 苯 代 数 题 名 精 桂 


4 二 让 1 一 1 


赴 


人 W 号 tr 1 = 上 


虽 


ts 十 Er 1 二 5 


Eu + ar 二 1 


1 十 Crin 一 必 
(计算 过 程 应 有 必要 的 说 明 )， 
解 ” 可 以 把 原 方 程 组 的 方程 两 两 配对 
人 
xi + Ron-ir1 二 1 荆 ， 
由 每 . -对 得 解 为 二 | 一 CE 12， 
所 以 原 方 程 组 的 解 为 :可 = 二 (= 1,2， ,2n)， 
122.( 东 北 工 二 大 学 )〗 下 列 方程 组 中 ae,…… mw 各 不 相同 ,求证 下 
面 方程 组 有 了 唯一 解 ,并 把 它 的 解 求 出 来 . 
XI 二 SAT 项 二 ， 
个 11 十 人 3 和 十 二 人 二， 
从 -1x1 十 国人 
解 其 系数 行列 式 人 = 以 (w - m) 赤 0, 由 克 莱 姆 法 则 知 诛 方 程 有 惟一 
解 ,其 解 为 
《了 一 如 1 由 一 本 1 ar yi 二 由 人 一 中 ) 
【~ 人 本 -Tasy1 一 全国 一 @ 


123.( 云 南大 学 ) 证 明 :方程 组 


【下 = 2， 


语 吉 1 二 区 || 开 十” 中 他 1 区 n ， 
了 
阳 X2z 二 如 2 省 | 十 十 如 zs， 


= 


呈 
有 陵 一 零 解 ,其 中 m 痢 是 整数 (1 .7 = 1,2,…,m)- 


1 
二 二 人] 者 | 十 十 全 和， 


ai 一 条 了 0 和 2 
4 4ap -YY 4 
证 令 大 四 =| 一 0 
2a01 280. 
再 设 方程 组 系数 行列 式 为 心 ,不 难 验 证 
大 站 =22t0 和， 
柜 由 吃 式 可 得 


天 zs 《12n+ 有 14+ 十 可 

其 中 ,5 加 都 是 偶数 ,由 坪 知 

所 = 1 

总 是 奇数 ,从 加 式 知 各 关 0 所 以 原 方程 组 只 有 唯一 零 解 ， 

124.{ 中 国 科学 院 ) 试 证 象棋 盘 上 的 马 , 共 尾 一 位 置 出 发 ,只 能 径 过 侦 
数 步 才能 点 回 原 处 ( 马 跤 法 是 沿 相 妆 的 方 格 给 成 的 矩形 的 对 角 钱 )， 

证 ” 设 此 定点 为 坐标 原点 ,建立 直角 坐标 系 ! 姑 图 ), 马 的 跳 洗 有 8 种 类 
型 : 

第 ;种 是 跳 往 二 的 位 置 5 见 刚 ) ,用 反 证 法 , 设 第 ; 种 类 型 共 瞪 x; 次 (i= 
1,2,… 中, 且 其 跳 2m+ 1 和 步 回 和 到 原 外 ,那么 


xf 2 二 aaf1,2) + xdaf 一 1 2) + 3 一 2 Txt 一 ,一 1 
4364-1, 23+( 2)+sil2, -1)=(10.0)， 
苹 十 2 十 … 十 3 二 全 吧 二 | 


加 


高 车 代数 题解 精 和 四 


28] 十 贡 一 基 一 了 二 一 联 条 一 了 于 因 填空 本 一 由 
saraara-s-zu-zm-are 全 
%] 十 W2 才 光 十 着 十 和 二 和 6 十 汪 二 十 | 
方程 组 由 的 增 广 矩 阵 为 
21l -1 -2 -2 -1| 1 革 用 
| 2 2 1 -1 -2 -2 -1! | 
1 1 ] 1 T 1 1 2m+l 
1 之 了 ] -1 -aa -2 1 由 
-| -3 -5 -4 站 3 地 才 | 
D =-t -1 侨 2 3 3 祥 过 由 二 1 
1 2 2 tl -1 -2 -2 1l 履 
- -3 -3 一 六 @ 3 SS 4 
D -4 一 在 一 才 3 折 名 看 mt 


让 于 最 后 一 个 方程 为 
一 条 ji 一 各 3 一 十 生 士 卫 X5 十 咎 56 十 着 37 十 看 3 二 2 二 人 池 
而 * 是 整数 ,地 式 左 端 为 偶数 ,四 式 右 端 为 音 数 , 放 盾 .所 以 只 能 偶数 
砂 才 能 跳 回 原 处 . 
] 站 .( 内 蒙古 大 学 ] 已 知 齐 次 线性 方程 组 
GTX1 十 他 1 地 十 -… 二 在] 二 站， 
ee 0 
Gon1X1 十 Ga24z 十 二 ganga 二 站 ， 
有 非 荟 解 , 问 能 和 否 找 到 5 , 妇 ,……, 各 ,使 系数 为 上 述 方程 组 的 系数 矩阵 之 转 
喔 ,五 端 为 看 有 之 方程 组 
他 11 芋 1 二 让 2 元 2 十- 十 @1 全 一 南 | ， 


征 12 交 十 站 她 汪 二 AN 二 由 加 


放 1ax] 十 Gex2 十 二 Gan 二 和， 
有 有 唯一 解 ? 试 述 理由 . 
解 不能, 先 设 册 的 系数 矩阵 为 4 ,那么 ,全 可 改写 为 4F =0. 园 
地 可 改 写 为 4 天 = 至 ， 国 
其 中 中 = 【本 的 二 
… 二 有 非 替 解 ,… 141=0, 穆 4 过 站 -| 
而 秩 机 = 秩 4 二 上-1. 


南亚 代数 重 艇 精粹 


对 于 全 4 = (二 ,了 3) ,那么 有 两 种 可 能 : 
(1) 秩 4 短 芍 汪 ,此 时 方程 组 侈 无 解 ， 
(2 和 铂 4= 秩 出 呈 a-1<n;: 此 时 方程 组 人 有 无 穷 多 解 ， 
综 上 可 知 钨 不 可 能 有 了 礁 一 解 ， 
126. (南京 大学) 解 方程 组 : 
Bay -了 好 一 23z = 昌 ， 
|ss -pe-sm= 35 ， 
9ay 一 Siz -312 = 一 4wyF， 
解 显然 s=yY=x= 人 是 一 个 解 ， 
当 xD,yrs 训 时 , 解 得 = 由 
当 * =0yz0 时 , 解 得 *=0， 
当 z 关 0xr=0 时 , 解 得 y= 疙 
当 罗 zz0 时 , 原 方 程 组 可 改写 为 


9 工 _2 工 _? 工 -0 
了 y 亚 


解 得 二 - ,了 = 半 , 二 = 村 ,期 a=17=2ze3. 

综 上 可 知 , 原 方程 组 的 一 切 解 为 (0,0,zj,fx,0,0) ,00,y,0) 和 [1 ,2,3)， 
其 中 *,y,z 为 任意 常数 

127.【 华 中 师范 大 学 ) 设 4 为 下 xn 实 矩 阵 , 证 明 , 线 性 方程 组 :4 =0 
与 4rdx =0 同 解 . 

证 : 设 是 4=0 的 解 , 则 4so=0,…47zdro=0, 即 如 也 是 40Mr = 站 的 
解 ,反之 , 设 加 是 4rdrz =0 的 解 , 则 4470 =0.… 并 4dyo=0. 即 (droy7dn = 
0 ,人 吃 

他 4yg = 【有 和 由 人 有 

好 + 归 + 寺 0 有 = = 此 即 4do=0, 即 和 是 如 =0 的 
解 , 绎 上 两 步 得 证 ， 

128.! 识 数 三 ,2000 年 ) 设 二 为 呈 防 实 矩 阵 , 则 对 于 线性 方程 组 ( T )， 
4 = 站 和 (474 = 站 , 必 有 { 1 

《Ai 7) 的 解 是 ( 工 ) 的 解 ,( 工 ) 的 解 也 是 (II ) 的 解 . 

Bi 的 解 是 (5 工 ) 的 解 ,( I 工 ) 的 解 示 是 ( 卫 ) 的 解 . 


高 葡 代 束 表 加 精 笠 


(CI) 的 解 不 是 (IT ) 的 解 ,5 这 ) 的 解 也 不 是 ( 工 ) 的 解 ， 

《Di 工 ) 的 解 是 { 工 ) 的 解 ,( 工 ) 的 解 不 是 ( 工 ) 的 解 ， 

答 :({4). 由 上 是 可 得 . 

12.( 自 编 ) 设 4, 吕 都 是 阶 方 阵 ,证 明 :线性 方 积 绢 4BE =0 与 哑 =0 
内 解 的 充 村 条 忻 皇 秩 {148) = 秩 日 . 

证 : 先 证 必要 性 , 设 4BY =0 与 三 =0 同 解 , 风 na- 秩 ( 好 )= 让- 秩 
呈 ) ，… 秩 (483 = 秩 ( 呈 )， 

再 证 充分 性 , 设 多 | 与 本 分 别 为 498 =0 与 束 =0 的 解 空间 ,显然 凤 ， 
己 肌 | ,又 辐 : 帅 ;= 二 mW = -多 (48)=m- 牧 且 . 

了 = 让, 此 即 48F=0 与 瑟 =0 同 解 . 

130.{ 云 南大 学 设 4 是 收 xm 实 算 阵 ,下 是 nx1l 实 矩阵 ,证 明 48 = 
的 充 要 条 伞 是 44 = 小 

证 由 第 122 题 可 得 . 

131.【 害 林 头 学 }) 征 阵 4 是 下 xm 抢 阵 ,证 明 :47 = 有 靛 的 充 要 条 件 
是 45=0, 则 5z = 站 

证 ” 先 证 必要 性 , 设 4 = 且 4 = 那么 杂 = 妇 好, 碳 委 了 
妇 4zz= 0 


了 
再 证 充分 相 充分 性 假设 知 | ,jz = 0 与 45=0 
同 解 . 
4 本 
-- 秩 (4) = 铁人 = 秩 | ,yj = 秩 (4,507= 秩 (4 的 = 秩 肌 = 


有 解 . 

] 委 .[ 砷 门 大 学 } 证 明 : 对 任意 上 上 阶 实 方 阵 4,47ixr = 475 一 定 有 解 , 其 
申 二 = (xy 和 7 县 = 【7 

证 … 雏 (414) 反 秩 (404 ,4 下) = 秩 [4T(4, 刁 )] 二 秩 47 = 秩 (404] 

性 秩 {4 葡 ) = 秩 (4 到 47) . 

即 原 方 程 组 的 增 广 短 阵 之 秩 等 于 系数 矩阵 之 秩 , 从 而 线性 方程 组 一 定 
有 解 . 

133.{ 中 国 科学 院 } 实 系 数 线性 方程 组 条 =55,4 为 三 Xi, 关 冯 站 沿 为 
某 给 定 的 严 维 向 量 ,车 已 知 * 有 了 瞧 -- 解 ,求证 ;44 非 亲 异 , 旧 唯 -- 解 为 
三 【 二) 二 

证 …4z=, 有 队 一 本 ,多 4= 秩 (4.53= 

2= 和 村 4= 秩 44, 即 44 可 道 ,…1441z0, 即 44 非 奇 蚜 ， 


喜 各 代数 时 诗 精 桩 


再 用 (44) -1 要 必 = 上 两边, 即 得 zx= 《44) 04 
134.{ 南 开 大 学 ) 证 明 :(1 线 性 方程 组 4Bx =0 与 床 =0 的 圾 相同 的 
放权 条件 是 秩 {4B5) = 特 ( Ji2) 它 们 空 间 正 诡 的 充 枫 条 件 是 1 号 | 关 0 这 
里 4, 吕 是 = 和 挤 方 阵 ,x 为 一 列 = 行 向 量 )， 
证 【1) 由 志 5, 第 12 题 可 得 . 
(2)》 先 证 必 槛 人 性 , 设 4px =0 与 灰 =0 的 解 空间 分 别 为 儿 ,于 . 设 机 了 二 
茹 ,于 屡 腥 | ，… 克 :二 瑟 ， 
本 =0, 邯 天 =0 共 肆 党 解 ,…| 呈 E 天 让 
再 证 充分 性 , … 1 呈 1 闫 0 … 瑟 = 0,… 了 上 歼 ). 
135.! 北京 大 学 ,1990 年 】 给 定 复 系数 线性 方程 组 
用 二 六 四 3 十 二 二 = 十) 


(QI 二 + 冯 ) 区 二 二 (Ge 十 动 二 一心 二 这， 
其 中 上 兰 本 | ,1 nm) 都 是 实数 .证 试 明 
《1 方程 组 中 有 实数 解 。 下 面 两 个 矩阵 


CI ”Eln 人 iT ”站 1wC] 
好 证 站 山 ] 人 ec 
人 : 吾 =| :; : :| 的 秩 相同 ; 
和 点 1 由 nd 
已 1 二 由 有 上 
(22 当 尼 有 实数 解 时 , 则 它 只 有 实数 解 时 忆 它 只 有 崔 一 解 . 
证 :( 口 击 心 可 作 方程 组 
癌 11 寺 ” 人 efn 二 PP， 
上 | 天 | 二 人 站 
1 全 mm 和 交 四 


3 二 
忆 2 夫 人 让 一 二 . 


那么 心 有 实 数 概 =, 四 有 实数 解 忆 秩 4= 秩 也. 
21 先 证 充分 人 性 . 它 只 有 队 一 解 ,又 知 丰 有 实数 解 , 从 而 唯一 解 必 为 实 


数 , 即 只 有 宗 数 解 . 


高 葡 代 数 央 解 精粹 


再 证 必要 性 . 设 心 只 有 实数 解 ,下 证 唯一 性 ,用 反 证 法 , 若 心 有 两 个 实数 
解 4 【xY1 和 (六 了 所 , 且 圣 少 有 一 个 叶 天 六 那么 


【an - 动 站 并 的 ~ 他 站 十 交 二 攻 二 和 
ee 
《an + 证 I 虹 2 一 放生 二 【am+ 动 加 一 加， 
现在 全 = 区 + 开 和 -站 县 人) 不 是 实 向 量 , 且 直人 堆 知 ， 
人 《e+ 动 三 = 恕 寺 冯 |， 
(at+ 启 3+ 《om+ 尖 m= 吕 + 汪 ， 
从 而 心 有 非 实数 解 ,这 与 必要 性 假设 予 盾 , 从 丽 即 证 它 只 有 队 --- 解 . 
136.! 中 南 矿 冶 学 院 ) 解 下 面 和 矩阵 方程 组 
人 
人 + 凡 = 站 
2 1 3 了 2 D =1 2 | 
其 中 4=| ， 下 ,2= |[， 了 ,<=|， 3 ] ,= 上 
全 十 1 一 人 
P=|。 直 ,o=|。 二 | 
解 : 由 原 太 各 组 可 得 
z 十 衣 - r = 用-1P， 
ss 由 
醒 式 相 闫 得 (4 -!59 -CDJy= 是 -1 严 - 人 10. 
- 贡 -1 2 5 区 本 罗 二 一 了 3 
二 一 在 5=|， 下 ,4 1 瑚 - -|， 和 | 
= 一 (4 TDP-dED10) 
2 St -3 3 3 -5[-3 3 
四 放 | | 癌 j -| ， ]| 0 站 | 
人 乌 
3 3 
特 7Y 代 大 趾 得 
本 2 癌 -1]4 
汪 三 一 万 一 入 术 =[ 让 
137.{ 美 国 大 学 生 数 学 竟 复 是 ] 求 方程 组 
王 十 9 十 了 = 了 他 
外 四 


7 二 


高 亚 代 效 题 秀 精 条 


的 所 有 实数 解 . 
解 : 设 邓 + 和 + 站 = 二 
由 志 .多 得 ms = 中 运 
以 *,y,z 为 根 作 3 次 方程 号 -ol2+ 呈 -地 =0 轧 
0=n-a+i- 相 =fi-al2+rt 略 
由 雹 知 ,x,y,z 中 有 一 个 等 于 a, 再 由 中 知 另外 两 个 互 为 相反 数 , 因 此 
原 方程 组 的 解 为 . 
下 二 好， 二 二 下 ， 到 一 站 ， 
二 二 一 是 ， = 一 点 ， 
其 中 上 为 一 切 非 僻 实数 . 
138.( 李 政道 问题 1] 有 一 堆 革 果 蔓 分 秽 5 只 猴子 ,第 一 只 猴子 来 了 把 
芭 果 分 成 5 准 . 还 多 一 个 扔 了 ,自己 拿 走 一 堆 , 第 二 如 鞭子 来 了 ,又 把 苹果 分 
成 5 扒 , 又 密 一 全 扔 了 ,自己 拿 走 一 堆 , 以 后 每 只 猴子 来 了 都 如 此 办 理 , 问 原 
来 至 少 有 多 少 华 果 ? 晤 后 至 少 有 奢 兴 个 苹果 ? 
解 ” 设 原来 有 x, 个 萤 果 ,5 只 儿子 分 得 的 苹果 吉 依 次 为 和 ,oa 生 ， 
xi , 则 依 题 春 有 : 
策 | 二 YY 二， 
4xa2 一 3x3T+ |， 
dt3=574 二 1 
4x4 一 9xs 十 了 
445 一 .326 十 了 . 


将 后 中 个 方程 两 端 分 别 如 4, 可 解 得 . 


与 

x+1= 了 (51)， 
和] 

妇 +] = 本 (+ 
3 

x4 + (xs+1)， 
号 

好 +1= 本 (ax6+ 1 


逐次 往 上 代 人 得 :za+ 1= ( 半 )(xe+ 日 ， 
上 中 解 出 轨 ,再 代 人 2 = 5x3+1 得 


高 千代 煞 旺 及 精 入 


(+D-4 化 
因 中 与 第 互 素 ,要 使 *: 为 正 整 数 ,必须 x+1>0, 且 xz 可 补 书 整除 , 即 
z6 二 = 尘 册 【其 中 mm 为 正 整 数 )， 二 


当 严 =T 时 ,xxt 有 最 小 正 整数 解 . 
26 二 开 =2554( 个 ) si= 末 -4=3121( 个 ) 
因此 原来 至 少 有 苹果 3121 个 , 晤 后 至 少 有 苹果 4xkg = 1020 个 ， 


$2 向 量 的 线性 相关 性 


【考点 综述 ] 


1. 设 ica…w 拓 所 ,车 方程 组 


X1Gc1 十 2 十 二 0 三 中 


在 吴 中 有 非 零 解 , 旭 称 实 1* 占 2 ” ”1 各 本 线性 相关 . 否则 称 它们 线性 无 关 . 


了 


Te 


往 :( 车 令 4 = (fate oj 其 中 心 为 列 向 量 , 令 *= (xia 


“, 姥 么 上 面 方程 组 四 可 改 为 dx =0. 霹 


其 中 4 是 sxz 矩 阵 . 
因此 = ,mw 线性 相关 一 4xz =0 有 非 堆 解 。 秩 4 < ;， 
ap 线性 无 闫 dz = 人 只 有 零 解 二 秩 4= ，. 
2.(1ia 线性 相关 必 e 尖 0i 
a 线性 无关 史 a=0. 
{2ja,8 线性 相关 全 它们 对 应 的 分 量 成 比例 ， 
ay; 及 线性 无 关 全 它们 对 应 的 分 量 不 成 比例 ， 
3. 设 w = 风 


愉 上 宫 18 
ca va 线性 相关 ee141=0, 其 中 人 | : 
让 ri 
alyaz on 斤 性 无 关 。141 尖 0. 
4.(1) 若 全 1 线性 相关 二 al 也 线性 相关 ， 
(2) 若 mp 线性 无 闫 -sal ,mw 也 线性 无 关 ， 
汐 。 设 可 = 
局 这 《人 
(1) 茶 局 ,及 线性 相关 一 el ，……,w 也 线性 相关 . 
(2 车 oa 线性 无 关 一 有 ,及 也 线性 无 关 . 


南 葡 代 丈 天 韩 精 四 


5 (1 ) 设 请 ,aaaE 严 ,存在 有 ,各 和 志 , 使 户 = 局 w 二 二 
则 称 8 可 由 ee 线性 表 出 (或 线性 表示 或 线性 组 合 ). 

[2 设 ( 工 2:009 和 am 一下 ,车 ( 工 ) 中 乍 一 天 都 可 由 ( 贡 )? 线 性 
囊 出 , 则 称 { 工 ) 可 由 ( 工 ) 线 性 表 出 . 

13) 上 述 记 号 中 , 若 { 工 ) 可 由 ( 工 ) 线 性 表 出 ,( 卫 ) 也 可 由 ( 工 ) 线 性 表 出 ， 
则 称 ( 工 ) 与 ( 工 ) 等 价 . 

(4) 苦 ap 线性 无 关 , mw 有 线性 相关 = 有 可 由 = ,a。 线 
性 表 出 . 

Ti) 《工程 本 am 车 在 ( 工 ) 中 存在 * 个 线性 无 闫 的 向 量 = …， 
ea, 且 YRBE( TI) 都 可 由 mm ,er 线性 表 出 , 则 称 ol,…,a, 是 ( 工 ) 的 一 个 极 
大 线性 无 关 组 , 旦 称 秩 ( 工 ) = r. 

2) 商 全 等 价 的 向 重组 具有 相同 的 秩 . 

《3 车 ( 甩 ，B) = ai as 其 中 4 是 xm 和 撼 阵 , 若 他 1 
线性 无 关 , 则 秩 { 记 ，… 扩 上 = 秩 4 
【经 典 题解 ] 

139.( 武 议 太 学 ,2000 年) 设 e= (1,2,3),eas = (2 -1,0],as =(1,1， 
1,8=( -3.8.7) ,请 将 有 表示 成 ai ,ar,as 的 线性 组 合 ， 

解 设 有 = 区 ol+ xza2+ 3 则 

xl1+2x + 和 二 一 3 
231 -~ Ad + 33 二 多， 
3 十 43 一 了 

解 得 xz =2， xz= -了 3， 53=]1， 月 =2ml-3az+as， 

140.( 上 海 交通 大 学 ,天 津 大 学 ,华南 理工 大 学 ,西安 交通 闪 学 ,浙江 大 
学 ,南京 工学 院 , 输 尔 滨 工业 大 学 】 设 向 量 组 4f ai ,aa as) ,8 bb)， 
Ctclcayca) 线 性 无 关 , 证 明 : 吕 (al ,aa, ay ed] ,三 (5 所 ,83 芭 )》， 忆 [ei ye， 
cei 也 线性 无 关 . 

证 信和 (alyea,g3ya]t 和 [有 的] 二 有 feetsyed) 二 让 

at as] + 有 at 的 ) + 有 (elyezyeg) = 全 

由 于 4 .号 .C 线性 无 关 , 由 中 知 ,与 = 襄 = 向 =m0, 此 即 证 六 . 达 . 严 线性 
无 英 ， 

141.( 高 数 三 ,高 数 四 ,1999 年 设 疝 攻 月 可 由 间 量 组 "| ,…-a。 线性 表 
示 , 但 不 能 由 向 量 组 ( T ): ai ,oa,…,os 线性 表示 , 记 向 量 组 (本 ):。 ，…， 


an 及 则 ! ) 


病 葡 代数 题解 精粹 


(A) an 不 能 由 ( 工 ) 线 性 表示 ,也 不 能 由 ( 工 ) 线 性 表示 

《Hi eu 不 能 由 ( 工 ) 线 性 表示 ,但 可 由 ( 工 ) 线 性 表示 

《Cien 可 由 ( 工 ) 线 性 表示 ,也 可 由 ( 工 ) 线 性 表 示 

(D)an 可 由 ( 工 ) 线 性 表示 ,但 不 可 由 { 了 ) 线 性 表示 . 

答 :(B)， 

解 ”用 特殊 值 法 . 设 下 =2, 令 ml=0a=1l0) = 有 ,…8 可 由 ao 线 
住 表示 ,但 8 不 得 由 ea 线性 表示 ,… ea 可 由 (I):wi, 记 线性 表示 ,从 而 和 否定 
《AD) ,又 az 不 能 由 ( 工 ) 线 性 表示 ,从 而 否定 (C) , 故 选 (1B) . 

142.[ 离 数 三 ,1995 年 已 知 向 讲 组 (jj:atyaayea (IJialyeoyog， 
ad 机 :eraayesas, 如 果 各 向 量 组 的 秩 分 别 为 秩 有 ] 过 尽 ( I } = 3 刺 
【有 由) =4,. 证 上 明 :ai eaveagyeas 一 ms 的 秩 为 4. 

证 出 只 工 =3， oo 线性 无 关 , 若 uvoaasyas - 上线 性 


相关 . 则 立 $ 一 联 4 一 站 1 十 要 立 2 十 1 上 3 ， 哉 
捕 由 下 ( 开 》= 3， 人 可 由 个] * 好 2 ， 诺 4 线性 表示 , 即 
立 4 于 天 | 加 | 二 着 2 作 2 十 二 33 四 


将 四 代 人 全 可 证 es 可 出 aivrtauai 线性 表示 ,，… avexzvresyear 线性 相 
基 -. 这 与 R 耻 ) =4 子 盾 ,…aiyaziayeas- oa 线性 无 闫 ,此 向 量 的 秩 等 于 4. 

143. [次数 二 ,2000 年 已 知 向 黄 组 记 = (0,1, -TDP 所 =(a,2,1)7， 
房 = (be,1,0)7 ,与 向 量 组 mi = (1,2, 3]T,a = (3.0.1)7，as = (9.6, -3797 
具有 相同 的 秩 ,号 记 可 由 sl,vea ,ai 线性 表示 , 求 es, 占 的 值 ， 


| 3 9 
和 解 | 二 之 四 三 = 全 ,… 全 1， 将 2， 站 线性 相关 ,但 放 1 ， 位 3 
-3 1 -7? 
线性 汽 英 ,… 秩 |aiyeayasl = 了 区 1, 永 ,用 | = 2. 邯 启 , 记 ,上 记 线 性 
站 
wx -oaaal-|， 2 1 | -se 休 ) 
-| | 


其 次 B 可 汕 alyeaya3 线性 表示 ,ai ay 是 sl,ayyay 的 一 个 航 大 线性 无 
关 组 ,… 及 可 出 aivea 线性 表示 ,ai,oz, 有 线性 相关 . 

1 也 

20 1 | 点 >, 将 它 代 大 中, 求 得 = = 
-3 1 0 


由 二 | at wa 启 | 三 


]3, 如 二 | 了 ,山王 与 . 
144.{ 武 汉 大 学 ,2000 年 ) 设 记 =oa+ao+ + 人 局 = 后 + 的 二 + 


高 葡 代 数 旺 和解 精 梓 


gr 村 则 辣 er 之 穆 * 与 
局, 及 之 秩 上 的 关系 是 

答 :#= ,由 已 知 等 式 可 知 月 ……, 有 可 由 as，……e 线性 表示 .将 这 些 等 
式 统统 相 加 有 局 + …+ 及 =(n- Tai+…+a) 


ea 全 
咒 减 去 局 得 at= - 研 1Pi+ 二 
Q 减 去 义 得 mm= 1ib- 0 


于 有 有 


四 碱 去 丸和 得 = 二 A++ 一 有. f 一 

此 并 ee 可 由 启 ，…: 且 线性 表示 ， 认 而 丽 向 量 组 等 价 而 等 价 向 
量 组 具有 相同 的 秩 ,…*= 3. 

145.! 高 数 三 ,高 数 四 ,1997 年 ) 设 向 量 组 el,az, oa 线性 无 英 , 刚 下列 
向 量 组 中 线性 无 闫 的 是 【 ) 

【二 》| 十 gay aa 二 gay ec 一 | 

《了 ) mi + ez yaz 二 @y， 吕 | 十 了 aa 十 

CC)al 二 2az2aa 十 3t3y363 二 1 

(DJai +2az+ asy2ai- 3az+22a3 ,3 十 Sea -aa 


管 :fC). 国 为 


1 1 
Camamramamrrtoeal 2 
避 了 3 
] 必 1 
2 2 人 0 
DO 3 3 
146.1 悍 本 山梨 大 学 } 给 定 下列 3 维 向 量 ,o = (3, - 1)yaz= fl 
2);eaa=( 1， 一 3 一 了) ay 一 【4 加 ,5) ， 
【1 证 明 :aiyezyoyal 线性 相关 |; 
[2 证 明 : ai ,ezyes 线 狂 无 关 . 
证 届 因为 +1 个 ma 维 井 量 一 定 线性 相关 ,所 以 ,sl ,mo ,oa 线性 相关 . 


而 天 人 ai + al,2az+3r3y3a3 + ri 线性 无 关 ， 


3 1】 4 
[231 va'aya il= = ] ] = 辣 关 0,… al 线性 无 闫 ， 
1] 2 3 


高 敬 代 数 题 解 精 多 


147. [同济 大 学 } 设 向 基 组 wyazyeas 线性 无 关 , 向 量 组 cz,wayay 线性 
相关 , 试 证 :ci 不 能 由 四 ,cao 线性 表示 ， 
证 同 反 证 靶 , 若 。 可 以 让 el,eiyas 线性 表示 , 即 
他 | 二 天: 古 3 十 下 CS 十 帮 4 人 4， 全 


则 总 产 以 后 刚 若 总 =, 则 由 中 知 ae, 线性 相关 ,矛盾 ). 由 中 可 解 得 


天 
ce 大 mm 和 网 
再 由 位 2 9 让 证 + 辣 划 友 性 相关 , 痉 在 不 全 为 零 的 答 叱 .有 邦 
上 如 2 十 呈 引 4 下 二 
类 似 可 证 呈 关 以 否则 wa ,os 线性 相关 ,这 与 wma, ea 线性 无 关 矛 慎 ). 


贞 国 解 得 cc - 旦 mm- 有 mc=0a- 芷 oo- 和 团 
4 4 4 帮 


但 oil ,aavws 线性 无 关 , 表 示 法 唯一 ， 由 加 , 轩 可 得 大 -0, 矛 盾 , 从 而 坚 


证 ei 不 能 由 ax,as,a 线性 考 示 . 

148.( 山 朱 大 学 上 设 m = 人 2,12,2,-4),oa=fT1,-T0,2)，oss= (10， 
1,2, -asf-l -1 -ii-1las=(l2.,11) 试 确定 向 量 组 e) ， 
aa,aiyadyas 的 秩 和 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 

解 ”将 maz,…，,as 写成 列 向 贡 , 拼 成 一 个 炬 阵 , 并 进行 初等 行 变换 ， 
将 此 算 降 化 为 和 阶 梯形 ， 


2 1 0 -11 FE 

让 2 1 0 -11 

2 下 

2 0 1 -11 2 0 1 -11 
| -二 

Lit ll-l 2 rl 1 (1 -1 2: 
0 -1 -2 1 -3||o0o 1 -1 0 5 
-0 -2 2 0 0ho -tt -2 1 -3 
0 -1 1 0 0|1|0 2 1 -1 3 
0 2 1 -1 3 人 000 0 10 

下 

031 -1 0 0|101 -1 00 
-|00 3 1 -3hrio00 3 -1 3 中 
00 -3 1 -3 100 0 0 

00 0 0 0 0 00 


高 和 代数 题解 精粹 


心 柏 falyazyasyodyo| =3, 瑟 alaayo3 为 其 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 

填 : 从 由 式 看 出 glyeayal 以 及 uiyazyeas 等 都 是 此 向 量 组 的 一 个 极 大 
线性 无 关 组 ,此 即 :一 个 向 量 维 的 宴 大 线性 无 关 给 不 是 唯一 的 . 

149.1 高 数 三 ,高 数 四 ,2000 年 设 向 量 组 o = (aa,2.10)7 ,as = ( -2， 
157e=(-114)7 8=(18e)7 试问 : 当 abie 请 足 什 么 条 件 时 ， 

{]1 且 可 由 aazyas 线性 表 出 , 身 表示 法 唯一 ? 

{2)8 不 能 由 eeayas 线性 表 出 ? 

(3) 有 可 由 ao 线性 表 出 ,但 表示 法 不 唯一 ?并 求 出 一 般 表 达 式 ， 

解 (1 日 可 由 aiyeayas 表 未, 且 表 示 法 唯一 alyaa,o 线性 无 闫 0 


B -2 一 1 
天 jeiyeayeadl 二 | > 1 1 |= 一 上 一 二 … 立 洋 一 才 . 
1l0 5 下 
(2) 当 = -4 时 , 念 ael+aoal+ wa 及. 人 
线性 方程 组 中 的 增 广 失 阵 为 
-4 -2 -iT 1j 2 1 1 筷 2 1 1 起 
| 2 1 :4 中 0 1 sx 帮 ] 劲 +1] (二 
期 3 4 心 蝇 -1 e- 缉 妖 人 0 -3 引 +1 
-. 当 | 二, 牧 4z 秩 玫 , 方 程 组 四 无 解 , 即 8 不 能 由 ni ,aa 


线性 表 出 . 
(3) 当 aa= -4 县 ec-38+1=10 时 , 秩 4= 秩 4=2<3, 方 程 组 人 有 无 穷 
移 表 ,此 时 睛 的 表示 巷 不 瞧 一 .由 名 知 方 程 组 作 与 下 面 方程 组 冰 解 . 
2x1 二 x2 十 光 3 二 百 ， 
| 第 3 = 24+]. 
令 为 = 下 则 xx=25- 训 -1.m=25+1, 所 坟 月 的 表达 式 为 
号 = 如 ;~ 【244++l)as+it28+1liani 其 中 为 任意 常数 . 
150.( 四 川 大 学 ) 证 明 : 当 a 为 尾 一 实数 时 ,向 量 组 ci = (aa,a,ay， 
az= (ze+l,a+aia+3laq= (ea2a,3,4a3) 线 性 相关 . 
证 (1) 当 = = 站 时 ,ai = 小 , … ayaoyai 线性 相关 . 
(2 洒 s 关 0 时 
各 人 如 
如 下 十] 了 二 恬 
站 站 +2 3 站 
眉 


好 年 十 下 二 丰 


一 


Pt mm 


旺 旺 程 
DO 1 e 
四 性 
0 0 0 


吕 
本 
让 
全 


高 等 代数 融 鱼 精粹 


和 杰 fal,eaaasi =2,…alyasyar 线性 相关 . 

151.[ 郑 北大 学 ,2000 年 } 把 日 写成 clywyeyeyi 的 线性 组 合 ,其 中 上 
= 人 (2,4,2,2) ,al= (tl illios=ftl) -1 -1)es=fi-E1, -Ia = 
{1, 一 1,， =- 11)， 

解 设 8=xtal+2azt+ of+ 5364 则 此 方程 组 的 增 广 抵 阵 为 ， 


| 1 1 1 之 | 1 1 1 2 
1 -1 -1 4 必 日 -了 2 一 立 
1 -1 ] -1 2 心 一 之 曲 -2 人 
1 ~1 -1 ] ? D -2 -2 0 昌 
LT 1 1 0 心 1】j 2 1 听 0 1 2 
| ] 1 0 心 | |1 1 1 0 | .|0 T 1 心 
lil 1 改 妇 四-] 1] 世 Dobl -| 性 
0Ol ll -1! 册 0 1] 1 -] DO DO & 一 1 
解 得 wm = 卫 , 思 = 二 ,= -二 ,as - 寺 . 
1 


心 应 = 了 w+ 机 @- 二 ma -二 au 

152.1 潮 北大 学 ,2000 年 】 设 向 量 可 由 向 量 组 | ,…-,w 线性 表示 ,但 
不 能 击 向 量 组 ae -+ 线性 表示 ,证 明 :a, 不 能 由 向 重组 wm ,… ,| 线性 
表示 ， 

证 用 反 证 法 , 荐 mw = 后 at 一 + 有 -全 

又 已 知 8=Dne+…+ 证 willa， ,全 

将 名 代 人 人 古 , 玫 进 得 

月 = ( 二 向 丰 ) 人 十 和 二 (二 -+ 巨 -Je -1 

这 与 月 不 能 由 ai ar 1 线性 表示 的 假设 季 盾 ,所 以 得 证 了 7 直 能 由 
wii 和 yor-1 钱 性 表示 . 

153.《 高 数 四 , 商 数 五 ) 向 量 eic …，,a, 线性 无 关 的 充分 条 件 是 

【 

(A)] aa ma 均 不 是 零 向 量 

(Bi elivaa ma 中 任意 两 个 向 量 的 分 量 下 成 比例 

(C) ayaz…wu 中 任意 一 个 向量 均 木 能 由 其 余 * - 1 个 向 量 线性 玫 


《D) aa ye 中 有 一 部 分 向 量 钱 件 无 关 
答 : 区 人) . 
154.【 高 数 四 ,高 数 五 ) 设 4 为 上 阶 方 阵 , 且 141 =0, 则 


高 等 代数 蚌 解 精粹 


(A) 二 中 必 有 两 行 {( 列 ) 的 元 素 对 应 成 出 例 

《BJ 4 中 任 一 行 ( 列 ) 和 商量 是 其 余 行 ( 列 ) 向 基 的 线性 组 合 

(C) 4 中 有 一 行 ( 列 ) 向 量 是 其 余 行 ( 列 ) 向 量 的 线性 组 侣 

(D) 4 中 至 少 有 一 行 ( 列 ) 的 元 索 全 为 0 

答 :(C). 

解 设 4=fola ,cr) 其 中 心 为 4 的 列 向 量 . 

1141 和 4 二 -aa 线性 相关 ,从 而 至少 存 在 一 
个 列 向 悬 它 是 其 余 列 向 量 的 线性 组 合 ， 

155.【 商 数 四 ,1992 年 ) 设 ol, on 均 为 上 维 向 量 ,那么 下 面 结论 正 
确 的 是 (  )】 

{R) 车 申 o+ 起 aa+ + 二 =, 则 ee 线性 相关 

(了 若 对 任意 一 组 不 全 为 替 的 数 后 ，……, 扣 都 有 站 si + …+ 所 an 关 0， 
刚 al, ,aew 线性 无 英 

《CC 车 oem 线性 相关 , 则 对 任意 一 组 不 全 为 办 的 而，…, 皮 都 有 
并 十 二 下 二 

(DJ Da + Daz+… +0Oa = 人 0, 则 ea 线性 无 关 

管 :(B- … 要 使 司 上 + 二 帮 cw= 人 只 有 有 =… = 大 =， 

156.( 高 数 一 ,2000 年 ) 设 n 维 列 向 攻 组 el,… ,afm< ny 线性 无 关 ， 
则 an 维 列 向 最 组 户 ,…, 应 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 为 《  ) 

{A) 谭 贡 组 sl ,… ,an 可 由 向 量 组 用 ,… ,有 线性 表 出 ， 

《B) 向 量 组 启 ,…, 颇 可 由 问 量 组 w,…,a， 线 手 表 出 . 

(C) 向 量 组 ej，…,anw 与 向 量 组 户 ，…, 及 等 价 . 

(DB 和 托 阵 4 = (aen) 与 矩阵 电 = (8 ,) 等 价 . 

答 :(D). 

解 ”用 排除 法 , 设 "=3,=1,m= (10,0), 有 = (0,1.0), 从 而 否定 
【ABC), 故 选 !D)?， 

157.({ 高 数 三 , 商 数 四 ,1996 年 } 设 有 任意 两 个 维 向 量 组 em ,…,a， 
和 外, …, 扎 , 若 存在 两 组 不 全 为 堆 的 烤 1 ,如 和 三 ,…, 太 使 
《十 下 Jal+ 二 (一 有 ) 记 + 一) 有 = 全 

财 ( ) 

《Ayai yean 和 记忆, 都 线性 相关 

(Biei an 和 局 ，…… 品 都 线性 无 贡 

[Cai+ 启 an+ 记 :al- 记 ,om 一 坊 线 性 无 关 

[Da + 训 en+ 交 el 一 局 ,一 息 线 性 相关 


高 敬 人 代数 题解 精粹 


莹 :(D) .因为 将 已 知 等 式 作 本 改写 为 

fed+ 癌 + 二 和 全 肥 + 有 = 
0. 翅 ) 

由 于 ) ,和 不 全 为 零 ,由 轧 知 { ID 成 立 ， 

158. (武汉 大 学 ,1999 年 ] 设 向 量 组 iu 与 向 量 组 二 ,wm 等 
俐 , 且 1 加 性 无 关 . 

【说明 让 不 一 定 线性 无 关 ; 

(2) 找 出 下， 和 ,全 线性 无 关 的 充 要 条 件 , 并 证 明之 . 

种 (1 十 与 局 过 等 价 ,但 后 者 把 它们 和 看 成 1, 线性 
相关 . 

2 本 计 上 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 。 = *, 先 证 必要 性 . … m ,…， 
8 线性 无 闫 ,及 两 树 基 组 等 价 ,那么 等 价 向 虹 组 ,具有 相同 的 秩 . 

对 稚 |00 = 和 = 

再 证 弃 分 性 . 设 r= * ,本 {o = 徐 |=r= + 

-1 线性 无 天， 

139.1! 武 汉 大 学 ,2000 年 , 新疆 工学 院 ) 请 证 上 明 : 如 果 向 量 有 可 由 ai， 
…:2 线性 表示 , 则 表示 法 肉 一 的 充 栅 条 尾 是 al ……,w 线性 无 关 ， 

证 ” 先 证 必要 性 , 若 吕 = 捕 al + 二， 中 

县 表示 法 唯一 ,用 反 证 法 若 oj, …,.ew 线性 相关 , 刚 存 在 一 组 不 全 为 零 
的 数 六 ,…, 克 ( 不 失 一 般 设 态 z0) ,使 

日 = 站 | 吕 十 二 天 权 | 

二 + 逻 有 及 ={+ 有 jal+ (了 + 二 Ja 人 

那么 , 必 存 在 点 ,使 右 + 卫 关上 因此 ,中 , 候 是 且 的 两 种 表示 法 .这 与 很 
设计 盾 .… ca 线性 无 基 ， 

再 证 充分 性 , 设 ai,…:,w 线性 无 关 ,8 的 --- 种 表示 法 如 全 式 所 得 ,此 外 
若 8 还 有 另 一 种 表示 东 , 即 

月 = 42181 二 十 本 地 

那么 中 - 出 得 ,0= ( 训 一 3)aitT 和 + 一 人] 

但 ea 线性 无 关 ，… 旺 -di= 人 0 人 =1,2，p 门 ， 

浊 即 4=i=1,2,r), 即 证 表示 法 唯一 . 

160 ,1 清华 大 学 ) 已 知 和 个 向 量 si,az,…,a 线性 相关 ,但 其 中 任意 
下 -上 个 都 线性 无 关 ,证明 

【 巧 如 果 等 式 ei+ 避 oz+ + 二 oa =0, 则 这 些 下 或 者 全 
为 0, 或 者 全 不 为 0; 


高 车 化 歼 朋 解 精 柠 


(2 如 果 存 在 两 个 等 式 
向 2 + 配 本 十 人 二 中 
六 站 | 十 吕 呈 2 二 十 Pen 二 人 ， ( 动 
其 中 mx0, 风 天 = 王 =…= 各 9 
] 2 


证 【1 如 果 旺 = 总 =… 和 = 下 =, 则 证 毕 , 咨 别 总 有 一 个 上 不 等 于 站 ， 
不 失 一 般 设 与 关 0, 那 么 其 余 的 片 都 不 能 等 于 0, 否则 若 某 个 点 =0. 则 有 
六 =9 其 中 后 顽 和 ,这 与 任意 严 -1 个 都 线性 无 关 的 报 设 圣 盾 ,从 而 得 
证 向， 品 全 不 为 由 

2) 出 于 训 关 0, 由 上 商人 () 知 ,旺旺 ,二 全 不 为 各 

届 看 上, 如果 旭 = = 总 =0, 则 全 式 成 立 , 若 轴 ，， 扣 全 不 为 0 则 由 
二 人 -二 全 得 


【直上 一 此 下 十 《天 一 后 呈 广 说 3 十 Si 〔 主 到 - 看书 )ra = 昌 ， 出 
.上 愉 二 站 天 2 一 上 下 去 CS 站 二 一 站 
. 站 -各 各 


人 

161.1 北 京北 工学 院 】 设 4 为 吕 阶 方 阵 ,o am 为 呈 个 线性 无 关 的 
na 维 向量 ,证 期 : 秩 4= 药 充 赣 条 件 是 如 ,4z，…… 4 如， 线性 无 关 ， 

证 念 五 =(alvaz ma) 那么 1 呈 |0. 

先 证 必要 性 . 设 物 4= nm …141zN0. 

令 六 (aa + + 如 (os)]=0 中 

用 4-1! 左 乘 人 台式 得 下 二, 果 证 必 
要 性 . 

再 证 充分 性 ，… da， do 线性 无 半 . 

.414 = 1481zN0, 从 而 141z20, 即 证 秩 4 = rs， 

162.( 中 国 科 技 大 学 ] 设 有 pm+1 个 人 员 供 他 们 读 的 a 种 小 册子 ,假定 
每 人 都 读 了 一 些小 册子 (至 少 一 本 ) 试 证 :这 + 1 个 人 中 必 可 找到 甲 .Z, 两 
组 人 , 甲 组 人 读 过 的 小 册子 与 乙 组 人 该 过 的 小 册子 种 类 相同 ( 却 ,将 牛 组 人 
中 每 人 该 过 的 小 册子 合 在 一 起 ,其 种 类 与 乙 组 人 每 人 读 过 的 小 册子 侣 在-- 
起 的 种 类 相同 ). 

证 :把 "种 册子 编导 ,am+ ! 个 人 也 编号 ,并 设 第 了 人 污 过 的 小 册子 记 为 
所 =(faiyaaeyt id+1) 

其 中 必 =1 或 俯 即 读 过 记 为 1, 没 读 过 记 为 0)， 

那么 启 , 记 ;有 ， 必 线性 相关 , 即 存在 一 组 不 伞 为 堆 的 数 后 ,所 


译 将 代数 题解 精粹 


厂 .1 使 得 

和 月 二 和 如 应 +…… 二 丰 1 记 := 山 

由 于 所 的 分 重 非 负 ,所 以 后 不 能 全 为 正 ,也 不 可 全 为 负 , 从 而 必 有 有 正 ， 
有 负 ,有 0, 去 掉 那 些 等 于 站 的 帮 , 并 把 所 有 负 的 后 移 到 等 式 中 的 右边 , 则 志 

各 甸 ， + 人 ia | 

其 中 台 , 乒 > 册 

这 时 将 第 站 人 ,第 避 人 人 ,，……, 第 ,人 称 为 甲 组 ,第 族人 ,第 天 人称 为 
乙 组 ,可 以 证 明 :这 两 组 人 计 过 的 小 册子 种 娄 一 定 相同 . 

设 有 = 【和 :本 加) 由 多 式 知 当 皮 >0 时 ,那么 甲 . 乙 两 组 人 都 读 过 
第 ; 种 小 册子 , 当 太 =0 时 ,都 没 读 这 第 工种 小 册子 ， 

163.( 自 编 ) 【telyes， ,en 线性 无 关 ,alyez mon, 有 线性 相关 , 则 
及 可 由 oan 线性 表示 ; 

( 恩 表 aa en 线性 无 闫 ,有 月 不 能 由 os ,as 线性 表 出 , 则 ma， 
om 月 线性 无 关 ， 

证 (3 由 候 宙 知 存在 不 全 为 和 的 一 组 数 与 ,… ,点 尖 司 

kial+ an+ 后 = 介 ， 全 


由于 wj，van 线性 无 关 ，… 兴 0 再 由 加 知 月 = 二 (和 el+ + 和) 

2) 用 反 证 法 ” 若 aan, 且 线 性 相关 , 调 mi,…,o。 线性 无 关 , 由 上 
面 (1) 知 8 可 由 wan 线性 表 出 ,矛盾 . ai mr, 8 线性 无 关 ， 

1 的 .( 成 都 科技 大 学 } 设 向 量 组 oil,az，…,aw 线性 无 关 , 向 量 外 可 由 
这 向 量 组 线性 表示 ,而 记 不 能 由 这 向 量 组 线性 表示 ,证 明 ; 向 量 组 ai,e>， 
am 的 + 旋 必 线性 无 关 ( 其 中 /为 带 数 ). 


证 他 向 e+… 二 后 an+ 丰 的 + 应 )=0， 山 
由 于 员 可 由 aew 线性 表示 ,证 为 

局 = 51d1 二 十 Sn 二 
将 地 代 人 症 , 再 整理 得 

【和 十 0 人 


由 假设 及 上 面 第 163 题 知 ,cl ，……,e， ,及 线性 无 关 ， 
ee 
二 三 司 . 
WII=…= 上 = 上 = 和 即 证 ayead an 中 + 记 线性 无 关 . 
165.( 自 编 ) 设 o，…sn 线性 无 英 , 且 品 ,…, 吧 可 由 ay,eu 线性 


高 等 代 歼 是 艇 精 种 


表 出 , 即 
{ 骨 有 = (aanjid， 中 
其 中 4 是 严 xr 和 窍 阵 , 售 4= (4 机 记 其 中 机 为 4 的 列 向 是 ,求证 : 
(1) 若 十 为 44 的 一 个 概 大 线性 无 关 组 , 则 遍 ，…， 
所 为 册 ,, 有 的 一 个 极 天 线性 无 关 组 ; 
【2 秩 上 及 = 秩 4， 
证 : 巧 先 证 记 ;… , 记 线性 无 美 ,由 四 式 知 


《记忆 1 = 玫 ae 地 
令 如 鳄 + 有 =0, 那 么 
大 蝇 
| je @ 
总 二 


性 无 关 , 由 起 式 知 

下 1 二 

2 4 线性 庆 基 ， 上 1 一 “二 丰 三 间 - 即 Bi 六 线 性 无 闫 . 
人 娃 取 员 , 可 证 岂可 由 肌 ,此 线性 表示 ,由 由 知 


记 = [airan 本 地 
而 水 可 由 4 ,4 线性 表示 , 设 为 由 = 下 机 十 … 才 4 晤 ) 
将 名 代 人 由 得 


房 =《al 有 才 十 二 》 
一 和 (人 本 
= 和 +， 
综 上 两 步 ,得 证 铅 ，…, 久 是 岂 ,，… 吕 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 
2) 由 上 面 !1) 知 秩 4 = r. 可 得 秩 上 语 ,及 | = 
… 秩 1 , 癌 |= 毯 44. 
1 的 .( 武 汉 工 业 大 学 ) 已 知 向 量 组 wj,…,w 线性 无 关 , 是 能 由 向 重组 
总 线性 表 出 ,证 明 ,rs+. 
证 ” 设 秩 启 ,…, 吕 = 改过 9) ,不 芒 设 局 ,有 为 它 的 一 个 极 大 线性 无 
关 组 .由 于 my 可 由 半 ，……， 避 线性 表 出 ,从 而 oj ,as 可 由 骨 ，… ,有 
线性 表 出 , 即 
(ci 人 启 4， 全 ) 
其 中 放 为 txr 和 托 阵 .由 证 一 自 知 ,r= 秩 ja ,al= 秩 4 二 ie 
167.【 高 数 一 ,1998 年 ) 设 4 是 上 阶 方 阵 , 若 存在 正 整数 让 ,使 线性 方 


高 壮 代 数 是 韩 精 梓 


程 组 dix = 口 有 解 向 量 =, 且 年 -1eF 关 0 证 明 :a, 如,…, 业 -oa 是 强 性 无 关 
的 ， 
证 … de = 和 0 此 -Ta 天 0. 仿 


Rat+ifd)+…+E1( 业 ta)y=0 全 
用 二 -站 乘员 式 两 边 ,并 注意 4 = 以 下 基 具 )， 

， ee 心 . 

由 于 下 -1a F0. 二 =0, 代 人 号 得 

且 ( da) + ee lm) = 站 国 


再 用 汪 一 在 科 四 式 两 靖 ,可 得 放 =0. 

这 样 继续 下 去 ,可 让 得 避 = 站 =…= 屿 -= 

线性 无 关 . 

1 色 (高 数 一 ,1993 年 ) 设 4 是 mx 和 拖 阵 ,中 是 mxa 和 矩阵 ,其 中 轿 
>n 是 na 阶 单位 阵 , 若 48 = 证明: 有 的 列 向 量 线 人 性 无 关 . 

证 牧 了 >> 秩 48= 秩 J=nm, 又 秩 且 三 nm， 

和 秩 下 =m, 即 是 , 瑟 , 品 线 性 无 关 . 

1 的 . [清华 大 学 】 设 m 阶 各 秩 4 的 5 个 列 向 量 为 

ai (aliytaiyyau 《= 2 

an 阶 矩 阵 号 的 * 个 列 向 量 为 m + eae +a +eia t+ai 坛 
问 : 当 秩 4 = 时 ,线性 方程 组 大 =0 是 否 有 非 零 解 ? 并 证 明 你 的 结论 . 


解 : 召 =【ai+ 人 2 二 人 


;aa 1 二 nn 十 帮 =【( elseazy yan 有 
1]100 ”0nD 1l 
1 1 人 少 -站 站 站 
人 1 1 - 丰 T 
其 中 iDI=|001 … 000=1+f-123l 
心身 半 1 人 
CD0ODO ww 上] 1 
总， 本 为 偶数 ， 四 1 ， 央 为 俑 数 ， 
1 六 1 = | 号 = 和 寥 嘱 = { 
2， 上 为 苛 邹 . 秩 nm， 中 为 奇数 


… 当 上 为 奇数 时 ,不 =0 公 有 零 解 ,r 为 偶数 时 ,上 记 =0 有 非 零 解 . 


$ 3 ”线性 方程 组 解 的 结构 
TS 


高 痘 代 数 题解 精 特 


【考点 综述 ] 

1. 解 的 性 质 设 4a=0 的 解 集 为 io,4z = 日 的 解 集 为 时 

(1 册 ai 人 和 一 axi+ 本 :人 和 ,其 中 为 竺 疙 常数 ， 

(3 是 1 和 扫 生 里 一 Ti 一 六 二 各 0. 

[3)VYzE yyE 则 下 +yrE 时 其 中 大 为 任意 常数 ， 

2. 齐 次 线性 方程 给 的 基础 解 系 设 4 是 到 xp 矩阵 ,由 是 44t=D 的 
解 集 ( 解 向 量 集合 ) , 秩 4= r. 

(53 中 的 一 个 极 大 线性 无 关 , 称 为 Ho 的 一 个 基础 解 系 ,其 宫 意 是 
(1 存在 7 和 即 机 =0i( 和) 线性 无 美术 请)YyE3o， 
yr 的 可 由 力 :…' ”线性 表 出 ， 

(32 当 F= 下 时 ,40 = f| ,此 时 无 基础 解 系 . 

(3) 当 r<nm 时 ,io= 57+…+ 上 -1 才 为 任意 常数 | ,其 中 7 … 
思 -: 是 加 的 一 个 基础 甫 系 ,那么 , 若 

( 记 …… 记 -= 有 , 其 中 1 有 1 天 由 

则 启 … 及 -也 荐 4 的 一 个 基础 解 系 ,其 中 如 是 任意 mn - r 附 可 赣 阵 . 


【经 典 旺 解 ]】 
170. (高 数 二 ,1996 年 ) 求 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 : 
于] 十 邱 2 十 35 申 
和 | 十 光 2 一 关 9 = 0 
x+ Y4 二 5 


解 ln 0 1 1] 1 了 ] 
Il 1 -00I-00 0 Il 
帮 首 1 1 1 0001 0 


系数 矩阵 4 的 秩 为 3, 将 ,xs 酒 成 自由 未 知 量 

令 吧 =1x=0, 得 a=(-11;0.0,0)7， 

令 如 =0x=1 得 o=(-10,-1.0,177， 

则 ,esa 为 此 齐 次 线性 方程 组 的 -个 末 珊 解 系 . 

271.[ 华 中 师范 大 学 ,1994 年 ) 设 线 性 方程 给 为 
2Y1 一 %2z 十 343 十 2X4 二 在 ， 
9xl - za + 14x3 + 23 = 1 ， 
3x1 + 2x2 + 5 一 dx = 1 


二 郊 1 十 2 十 了 xf 一 ]024 一 了 


高 于 代 至 题解 精 灯 


(1) 求 方程 组 的 时 出 组 的 一 个 基础 解 系 ; 

{2) 用 特 解 和 导出 组 的 基础 解 系 圾 示 方 程 组 的 所 有 解 . 

2 -13 2 0『-1 -3 -2 6 -| 
214 


解 (li4=-|3 2 5 -4 1 3 2 5 -4 1 
本 有 7 了 -了 哩 和 了 ~- 寺 寺 
TY 
0 -7 -1H4 -2| |o71 -442 
0 71 -2 站 poo oo 中 
0 -7 -114 -2 ooo0 0 


由 中 可 知 ,导出 组 4 =0 与 下 面 齐 次 方程 组 局 解 
人 il 十 Ya 十 了 23 一 后 xd 二 有， 


了 了 x3 十 到 3 一 ] 二 4 二 日。 加 
由 多 得 原 方 程 组 前 导出 级 的 基础 解 系 为 
al =《- 计 ，- .70)T,m = 《0,2,0,1)7， 
(2) 由 名 得 原 方程 组 与 下 面 方程 组 同 解 
4#1 二 3X2 十 2 -看 二 ] 
| 了 3 十 宛 $ 一 xy 芋 了 号 


在 图 中 令 z= zx = 0, 得 原 方程 组 的 特 解 为 = (十 , 子 ,0.0)7. 
-- 原 方程 组 的 一 切 解 为， 


xz = (二 ,本 ,00)7+ 用 (11 -1.7,07+ 有 (0,2,0,D7 
其 中 六 ,入 为 任意 常数 ， 
172,( 中 国人 民 大 学 ,1992 年 已 知 el=(7,-10,1;1,1).as= (6 一 8， 
-2,3,1)，as= (5 -加 ,535tjaa<f -2.3, 一 2, 全 都 是 线性 方程 组 
汪 | 十 Ya 十 %9 十 守 十 证 一 必 ， 
341 + 332 + %3 二 34 二 5 一 ， 
2a + 9x3 十 了 2X4 十 百 r5 二 站 出 
Sxtl 十 十 X2 十 3 十 34 一 xs 二 站. 
的 解 向 揪 ,试问 方程 组 由 的 解 能 否 都 能 用 alyazyasyoak 线性 赛 出 ”并 求 出 
方程 组 四 的 一 组 包 售 cl ,aa, eye 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 的 基础 解 系 ， 
解 ” 设 方程 组 中 的 系数 矩阵 为 4, 将 4 用 初等 行 变 换 化 为 阶梯 形 矩阵 


高 壮 代 数 题 艇 和 精粹 


1111 ri ll Nrlrlli 
3211-3| |o-l1-2-2 -6 |01226 匡 
“=ota22 6m ol ， 6Pmooooo 
5433 -Wo 2 2 -6 ooonoon 
… 稚 4= 二 基础 解 共 所 依 向 量 个 数 =5-2=3. 
再 求 站 1 ， 收 人 向 9 + 站 站 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,将 它们 写成 列 向 量 ,再 作 行 
梓 等 变换 化 为 芥 稀 形 矩 阵 
7 6 5 1 1 1 1 0 
-10 -8 -6 -3 7 
2 
1 3 3 -2 作 2 当 
1 1 1 0 1 3 3 -2 
JI 1 nr0-l 1 
0 -1 -2 |p1 2 -1 
-|o 2 4 -2i-|oo 0 0 
0 -3 -6 3| |o0 0 0 


必 之 二 一 了 癌 中 心 
ie 六 aiy azi ai ed 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 由 此 可 生 方 程 姐 个 的 
解 不 能 都 用 eyes yes,as 线性 圾 出 . 
再 令 as = (1 -2,1,.0,0), 它 也 是 四 的 解 , 且 el,ai,as 经 性 无 关 , 从 而 
它 是 方程 组 由 的 一 个 基 副 解 芭 , 即 为 所 求 . 
173.[ 高 数 一 ,高 数 二 } 设 房 , 矶 是 非 齐 次 线性 方程 组 如 = 上 的 两 个 
不 同 解 ,lyaa 是 4 = 站 的 基础 解 系 , 睛 ,如 为 任意 常数 , 则 4x = 8 的 通 解 为 
(  ) 


《下 ) 天 和 1 十 二 (人 十 wa) 二 (8 5 户 ) 


(B)5ai+r 和 aa- aa)+ 各 
《C) 下 1; 二 帮 区 局 一 户 ) 十 {《B 和 


《DAel+go Bi- 忆 7 


答 :(B). 因 为 4 = 6 侣 = 5,4( 电 各 ) = 0, 因 此 生生 不 是 如 = 4 


的 特 解 ,从 而 埋 定 (上 站) ,(C) 
但 (D) 中 ,ai, 品 -… 记 不 一 定 线性 无 关 ,但 


高 等 代 获 题解 精粹 


1 1 
(el yci oj)=(auo)(。 _ | 


由 于 国 z0, ayal- oa 线性 无 关 , 且 都 是 4 =0 的 解 ,on， 


al-e 是 4 民 = 人 0 的 基础 解 系 .而 

4 生计 和 ) = 站， - 电 二 和 是 4x = 的 特 解 ,因此 选 () 

194.[ 商 数 一 ,2001 年 ) 设 el, om 为 线性 方程 组 如 = 人 0 的 一 个 基础 
解 系 ,i = 昌 e1+ 旺 az, 记 = foa+ 和 3 二 ie 其 中 5 为 实 常 
故 , 试 问 11， 了 汶 足 什么 英 系 冉 是 也 为 雯 = 妖 的 一 个 基础 解 系 . 

解 若 规 定 w ,1 = al, 那么 

入 = 正面 十 归 本 三 星人 车 1 人 2 

即 证 员 ,…, 吕 都 是 如 =0 的 解 .又 


和 日 
让 心 
【 房 … 遍 = 【ce10 全 
和 站 
那么 
呈 ,…: 且 为 如 =0 的 一 个 基础 解 系 呈 且 ,… ,月 线性 无 关 
站 
5 日 0 


0 1 


站 性 +] 


土 昌 , 当 * 为 偶数 时 ， 
届 人 和 
即 当 5o 满足 个 式 时 , 房 ,…, 吕 就 是 4z=0 的 一 个 基础 解 系 . 
175.({ 高 数 四 ,1996 年 ) 已 知 线性 方程 组 
1 + 2 一 了 3 + 384 荆 昌 ， 
251 二 aa -6xa+d4r 二 下， 


3 + 2x3 二 Pry+ 了 3 = 一 ]， 中 


一 和 一 站 和 一 天 过 中 


讨论 参数 p,! 何 值 时 ,方程 组 有 解 .无 解 ; 当 有 解 时 ,试用 导出 旺 的 基础 解 


高 交代 丈 是 ] 韩 精 笨 


系 表 示 通 解 . 
解 ”方程 组 中 的 增 广 矩阵 
1 1 -> 3 站 1 -2 3 履 
河 呈 | 史 河 | -2 -2 -1 
3 2 7 -| 站 -1 Pr+ 和 6 -2 -1 
1 -1 -8 -1 1! DO -2 -2 -4 1: 
1 人 0 -4 + -1 
必 1 名 二 1 
DO0pr80 0 交 
站 人 有 和 了 + 了 2 
(1D) 当 上 -2 时 , 秩 4 关 秩 4, 原 方程 组 无 解 . 
(2) 当 := -2 时 
(让 当 虽 -8, 由 地 知 原 方程 组 与 下 面 方 程 组 同 解 . 
才 1 + %4 二 一 |， 
x2 + 2X4 去 工 ， 二 
x3 = 昨 ， 
其 学 出 组 同 解 于 
多 1 十 区 二 全， 
5 十 了 %4 二 全， 仙 
x34 = 曲 . 


所 以 原 方 程 导 出 组 的 基础 解 系 为 =【- 1, -2.0,1)7, 由 名 得 原 方 程 组 的 
特 解 为 由 =( -1 和 ,全 工 
当 := -2,pz -8 时 , 原 方程 组 的 通 组 为 
3 -】 
1 1 


+ = 月 + 和 = 站 十 去 ,其 中 下 为 任意 常数 ， 
心 恬 
(i 当 PP= -8 时 ,由 邓 知 原 方程 组 同 解 于 
本 + YL 一下， 
X3 十 2xq 25]， 号 
此 时 原 方 各 诅 的 导出 组 岂 解 于 
ti 一 二 5 十 3 二 自 ， 
| %2 十 了 5%3 十 2x4 二 个 . 


由 意 得 原 方程 组 的 导出 组 的 基础 解 系 为 


高 等 代数 题解 精粹 


al = (4, -2,1.0)7o=( -1 一 2.0. 全 了 
由 二 得 原 方 程 组 的 特 解 为 全 二 [ 二 1,1.0,0)7 
当 != -2 号 pp= -8 时 , 原 方程 组 的 通 解 为 


-1 4 - 
1 -2 -2 

*x=| |+ 旨 ，|+ 昌 | 其 中 三 : 己 为 任意 常数 . 
0 0 ] 


176. [高 数 四 ,1999 年 ] 巨 知 线性 方程 组 
2 十 42 十 3 二 朋 ， 
C++ 和 az + CoW4 = 人 ， 全 
ax + 
【lasz 注 足 何 种 关系 时 ,方程 组 仅 有 淮 解 ? 
{2)a,p,e 满足 向 种 关系 时 ,方程 组 有 无 穷 多 解 ,并 用 基础 解 系 表 示 拿 
部 解 ， 
解 “二 ) 设 方程 组 吃 的 系数 行列 式 为 科 , 则 
全 = (0-alfec-elfe- 有， 地 
当 oa,p,c 互 不 相等 时 , 原 方 程 组 公有 霍 解 . 
(2 7) 当 a=3z 关 ce 时 ,方程 组 个 的 系数 矩阵 为 


1 1 1 1 ] 1 1 1 1 
aa ee | 一 0 0 CE | 一 | 和 下 1 | 一 | 
人 2 2 媳 和 ee 下) 入 疙 站 必 


即 原 方 程 给 局 解 于 方程 组 
| XI1 十 fa 二 间 
wa 一 电 
… 当 a=ze 时 原 方程 组 的 全 部 和 解 为 z= 上 后 人, -1,0)7, 其 中 司 为 
任意 常数 ， 
(1 当 a= ce 天 时 ,类 似 可 得 诛 方程 组 的 全 部 解 为 xz = 已 (1.0, - 1)7， 
其 中 护 为 任意 数 . 
(让 ) 当 上 =e 关 时 ,同上 了 可 得 原 方程 给 的 全 部 解 为 
xz= 和 af0,1,. -17 和 为 任意 常数 
《iy) 当 =5=e 时 , 原 方程 组 同 解 于 x+ mm + a=0, 则 原 方程 组 的 全 
部 解 为 s= 中 [107+ 本 1047 其 中 上 :入 为 任意 常数 ， 
177.【 华 中 师范 大 学 , 商 数 三 ,1996 年 ] 设 向 其 组 aaa, 是 齐 次 绪 


评 葡 代 刍 题 腥 精 樟 


性 方程 组 4 = 恬 的 一 个 基础 解 系 , 向 量 有 不 是 4r = 人 0 的 解 ,. 即 胃 关 人, 试 证 
明 : 向 量 组 8,8+ amB+ 抽 线性 无 关 ， 
让 念 疝 8+ 贡 (Bt+a)+ + 
二 二 
用 4 和 溢 包 式 , 并 注意 如 := 人 可 得 
《KE 天 + 二 148= 0. 


但 47zD … 十 天 十 二 起 = 四 
将 四 代 人 加 得 起 拉 和 + 大 = 站 
由 于 ma, ,上 绥 性 无 闫 ,… 机 =…= 丰 =0. 四 
将 地 代 人 锰 得 总 = 0 从 而 得 证 命题 . 


= 必 的 一 个 基 副 解 系 ,其 中 品 =(《oyJyrxarr< 丽 ， 
和 解 秩 4=m, 即 |41z0,.… 和 了 且 =r. 国 此 于 =0 的 基础 解 系 所 念 向 量 


个 数 汶 吕 - 上 ， 
册 秩 4 = mn, 可 得 秩 4" = mn, 全 
| 二 【13 2 


狗 = 【wii 丽人 


由于 夭 4 ”= 站， 多 | 队 : 1 轴 上 = 站- 心 
8 ”ga 

而 o-| : 
1 站 mm 

=0 人 =r+1) 0) 过 


即 放 ,1 加 都 是 攻 =0 的 解 ,由 四 ,加 可 知 gp…, 罗 是 本 =0 的 
一 个 基础 解 系 . 
179.{ 四 上 证 天 学 ,湖北 大 学 2001 年 设 方程 组 
人 11 十 作 12322 十 一 inxn 二 昌 ， 


@21X1 十 肌 好 交 二 “全 2 二 首 ， 全 


1 ] 十 人 47 十 rt 二 人 
的 系数 行列 式 141=0, 而 4 中 的 某 元 剖 罗 的 代数 余子 式 4 关 0 
证 明 :(da ,da，…4n) 是 该 方程 组 的 一 个 基础 解 系 . 
证 141=0, 而 4 中 存在 一 个 m- 1 阶 子 式 4 关 0.… 秩 4= -1. 从 


而 将 代 数 题 韩 铺 罚 
而 方程 组 钙 的 基础 退 系 所 含 向 量 个 数 =m- (na -JU =1. 

又 蕊 知 
ad + ma4pz + + da = | 

但 141 = 


， 天 上 
141 了 = 大 


+ 4 

此 天 a= tda4a +4o) 是 方程 姐 由 的 一 个 解 , 且 

a= (di…4da)z 关 0 即 = 是 方程 组 山 的 一 个 基础 解 系 . 

180.[ 高 数 一 , 高 数 二 , 1993 年 ) 设 an 阶 矩 阵 4 的 各 行 元 素 之 和 为 堆 ， 
且 4 的 毯 为 -1 ,出 齐 次 线性 方程 组 如 = 有 0 的 通 解 为 

管 1 1 1)7 其 中 下 为 任意 常数 . 

ji81.( 华 中 师范 大 学 ,1991 年 ) 设 访 …, 站 是 线性 方程 组 如 =0 的 一 
个 基础 解 系 .m, rn 是 线性 方程 组 如 = 其 其 中 因 关 0 的 线性 无 关 的 解 
. 则 向 重组 下 一 和 与 吉 1 下 等 价 . 

证 4r- ml 直下 = 全 一 下 是 如 = 人 站 药 解 ,而 为 丧 
是 如 =0 的 基础 解 系 .…m -站 rm- 中 可 由 态 …) 寻 线性 表册 . 

邻居 fr-rmi++ 此 (rm)= 站 0， 

站 作 

由 于 mm 线性 无 关 ,… 由 由 可 得 司 =…= 天 =0. 

由 se- co -如 线性 无 美 ,从 而 它们 世 是 此 = 人 的 一 个 基础 解 
系 . … 妨 ,… 际 拒 可 是 由 m = mm =- 兄 线 性 表示 , 即 证 它们 彼此 等 价 ， 

1 刀 .( 商 数 三 ,1992 年 ) 设 4 为 mxan 和 矩阵 , 齐 次 方程 组 4 =0 仅 有 等 


解 的 充 要 条 件 是 
【A)4 的 列 向 量 线 性 无 关 《B)4 的 列 向 是 线 性 相关 
《CC 的 行 向 是 线性 雹 关 (DJ4 的 行 向 量 线 性 相关 


答 (A).… dr =0 仅 有 零 解 二 秩 4 = no4 的 列 向 量 线性 无 关 
183.( 高 数 一 ,1997 年 说 el = (alyazyod) 六 ,am = 【三 ， 必 2 站 3 二 
《el yczyC3 钱 

刚 3 条 直线 @I 区 二 丰 和 二 《| 荆 人 0， 
azt+ ty+ca= 中 ， 忆 
03Y + sy + 2 二 是. 

(其 中 oz + 好 天 0i= 1,2,3) 交 于 一 点 的 充 要 条 件 是 (  ) 

【下 人 1 实 2， 二 3 线 福 相 关 【了 jia2ya3 线性 无 关 

(DC 牧 aeaeasl = 特 toloal 《D)oiazyas 线性 相关 ,el ,ez 线性 无 关 


高 敬 代 数 题解 精粹 


答 民 吃 ). 仿 4=f cao, 刚 方 程 组 由 可 政 宙 为 
HZ >= 一 a3 从 其 中 了 = 【2 
则 3 条 直线 交 于 一 点 一 方程 组 个 有 唯一 均 
己方 程 组 您 有 唯一 解 
已 特 4= 特 4=2 
稚 4=2, 可 知 cl,es 线性 无 关 , 由 秩 4 = 2, 可 知 el,en，- o 线性 相关 ， 
中 - cs 可 机 mey 线 桂 琢 出 ,从 而 o 机 铅 aiy oa 线 杜 表 出 . 
-alyazyas 线性 四 关 , 故 选 [D)， 
184.( 内 蒙古 大 学 ) 
可 人 4xz+By+CZ+Di=0 
人 4x+oy+ + 了 D= 站 (2 53y+ CEZ+ 古 =0 
有 崔 一 交点 的 充 村 条 件 是 什么 ? 试 证 明之 . 


4 旦 | -已 
aa 旦 2 丰 这 - 峰 
证 令 4= 4 有 Be， 4 = (4, 功 ,其 中 呈 = 汉 交 | 
4 有 4 -了 
两 条 直线 有 唯一 交点 
心 47 = 也有 队 一 解 ,其 中 也 = 【站 
忆 秩 4= 秩 4=3 
看 『 和 fci -到 
各 吕 4 一 峭 
中 ， | | 到 | | 。 供 性 无 关 ,有 | “六 盯 赴 它们 线性 表册 ， 
用。 吾 ， -了 
185.[ 长 春 地 质 学 院 ) ” 设 有 平面 上 的 * 条 直线 
0Y 二 87+Tel= 0 
ee 出 


Boxz + By+e = 了 0， 
斌 给 出 它们 有 陵 一 公共 况 点 的 充分 必 村 条件 ,并 证 明之 ， 
证 令 4=(fala) 其 中 al= (ay 本 ae 
月 = 【elyezyeo 
方程 给 介 可 改写 为 ”4Z7 = -月 , 罗 其 中 世 =fay 和 
中 和 直线 有 唯一 公共 变 点 方程 组 四 有 唯一 解 


高 车 代数 题解 精 粹 


忆 方 程 组 必 有 唯一 解 


= 牧 4= 匆 4. 站 =2o1 


人 线性 无 关 
一 18 可 由 weives 线性 表 出 

186.( 华 中 师范 大 学 ,2000 年 ) 设 46E 严 *, 力 ,如 -， 是 线性 方程 组 
44=0 的 基础 解 系 ,了 = (六 ,…，, 现 - 小 ,证明 :如果 4 =0, 那 么 存在 唯一 的 
年 阵 忆 , 合 CC= 5{1 其 中 让 E 严 * 旨 ， 

证 先 证 存在 性 令 习 =fCC…C), 其 中 心 为 习 的 第 ;个 列 向 
基 ,，… 4C = 人 ,所 以 


位 | * 他 2 厂 性 无 关 
好 Ra 一 有 线性 相关 


志 人 ;= 日 (= 1.2…) 
且 太 ,…, 训 -为 外 =0 的 基础 解 系 , 因 此 忆 可 由 ?1 人 -线性 表 出 . 即 
属 二 (为 - = 5 人 = 1 2) 

其 中 及 E Pr) 再 令 中 =( 且 Di 下) 所 以 友 = 三 .由 

骨 证 唯一 性 ,车 还 有 总 , 司 避 = 8 全 

中 -四 得 BCD-B) = 僵 

由 于 中 是 列 请 秩 的 ,… 了 -并 =0, 即 万 = 三. 

187. (武汉 大 学 ,1999 年 ] 设 严 xi 矩阵 4 的 秩 为 ,证 明 : 对 p 尖 nm- 
r;, 存 在 一 个 秩 为 - r 的 axp 和 矩阵 ,使 4=0. 

证 ” 作 齐 次 线性 方程 组 4Y = 0， 个 

击 于 秩 4 = r, 则 方程 组 人 心 存 在 一 个 基础 解 系 下 

好 =【 太 为.0 0)E 严 <p, 则 45=T, 且 秩 呈 =m_r， 

入 ”这样 的 呈 一 般 不 是 唯一 的 ,比如 还 可 令 

局 =【《 坝 4 搞 - 轴 才 ) 攻关 ze 

等 , 电 有 4 = 0, 秩 中 =- r. 

188.( 高 数 二 ,200] 年 ) 已 知 cleyayal 是 线性 方程 组 4 =0 的 -- 
个 基础 解 系 ; 若 局 = e+ 和 ,应 =a+i: 房 =o+i 民 =:+ 入) 讨论 实 
数 :满足 什么 条 件 时 ,有 , 饭 , 记 ,8 也 是 4 = 的 一 个 基础 解 系 . 

解 由 4 如 =0，(i=1,2,3,4), 可 得 

扫 =0，( 人 = 1.2,3,4). 


] 0 
ti 1 0 0 
而 【( 启 ,让 , 房 , 记 )= (aiyaayeayad) 0 | 0 
人 站 


… 当 


1 


局 和 一 心 


号 性 芝 


高 带 代 至 现 查 娄 棒 


二 j Hz 站, 即 天 十 了 时 , 启 , 记 , 记 ,8 线性 无 关 ， 


丰 
从 而 也 是 4= 的 一 个 基础 解 系 . 


i89.【 高 数 三 ,1998 年 齐 次 线性 方程 组 


jx + ma + Ah2z3 = 
f + Ara 十 克 3 二 昌 ， 


殖 | 十 宇 7 二 岂 生 二 作 . 


的 系数 所 睡 为 4, 若 存在 3 阶 矩 阵 妞 zD: 恒 42=0, 则 ( ) 
(AI4= -2 加 181=n0 
的 二 =1 且 1 再 二 们 


(BA= -2 工 竺 1 如 1z0 
(D)aA=1 且 181x<0 


答 (D, 若 181z0, 朵 45 =0, 用 昌 ": 石 乘 两 边 , 可 得 4=0 这 与 4F0 双 


当 1= -2 时 ,14l=|11 -2 1 


盾 , 从 而 和 理 定 ( 好) ,( 问 )， 


-了 1| 帮 
天 由 由 48 = 0, 左 科 4 可 捍 


1 1 一 立 


吾 =0, 下 眉 ,从 机 否定 (A), 故 选 (C)， 


190.{ 高 数 一 ,1998 年 已 知 线性 方程 组 


避 11 避 1 寺 么 垃 工 二 十 “一 本 12m3n 二 耻 


(T] 你 说 和 | 十 妇 芝 于 了 人 = 申 
1] 广 ] 十 Ga232 十 Go.2ng2A 二 全 
的 一 个 基础 解 系 为 


《8 27 to 人 3 5 帮 证 和 


( 工 》 


试 写 出 线性 方程 组 


玫 11 Yi 十 峭 12 了 3 二 二 2nyan = 站 


多 


各 171 十 且 3 二 岂 2zny32n = 了 


的 通 解 ,并 说 明理 由 . 
解 令 


性 | 二 【ai ea] ,1 一 5 了 


吕 =【 ， .2 


&1 所 


几 王 呈 = 户 


位 m 

册 《IT 可 写 为 { 和 看):4=0 【了 芽 ) 可 写 为 【机 ) := 小， 

巾 题 意 知 4 所 ，, 谎 ,…, 谎 ) =0, 此 即 457 =0， 任 

全 式 两 边 转 置 得 品 5=0, 此 即 

召 [( oo， eg) = 有 ， 

是 了 = 的 nm 个 解 

再 由 彼 设 知 2n- 秩 4= 方 程 =0 的 基础 解 系 所 含 向 量 个 数 = 

… 秩 4=Fm， 性 无 关 . 

而 方程 如 = 站 的 基础 解 系 所 请 向 是个 数 =2m- 芍 吕 =2n- 于 = 

这 样 得 证 oa 是 到 =0 的 一 个 基础 解 系 , 故 8 =0 的 通 解 为 

于 = 遇 辐 + 和 + 帮 as, 其 中 总 ,大 为 任意 常数 ， 

i91.{ 华 中 理工 大 学 } 设 向 量 wa = (1 -1.1.0) oa = 【1110 1) .as 
= (2.0,1,1)7 ,它们 生成 的 子 室 间 为 儿 = E0aiyazy ma)， 试 构造 一 个 齐 次 线 
性 方程 组 ,使 它 的 解 空间 为 处 ， 

解 …as=el+a, 双 alvaz 线性 无 关 , 从 而 alyas 为 多 的 一 组 基 . 


维 现 =2. 
or -110 
,… 仇 二 二 (al ,az . 44c|[ 引 -( 和 | 
恬 齐 次 线性 方程 组 48=0= 全, 即 
| 光一 定 2 十 守 3 一 履 ， 四 
1 一 X%+ 24 二 履 
得 基础 解 系 为 
所 = (0. -1 -1) 民 = (01,1,- 1. 
0 的:=0， 
=0,(Dj= 2)， 
pu =0.0iJ=12)， 名 
令 9- | 人) ,再 作 刘 次 方 可 组 BY = 站 二 
缉 人 加 
+T4 一 和 人 一 由 


高 苯 代 煞 题 秀 精 粹 


由 全 知 不 ;=0 (=1,2) ,而 和 匆 下:= 2 

avea 为 2=0 的 基础 远 系 ,从 而 四 是 了 =0 的 韦 空间 . 这 就 是 说 
方程 组 四 (或 加 ) 即 为 所 求 ， 

19%2.( 钉 潭 失学) 设 严 是 数 起 PP 上 全 体检 向 量 组 成 的 线性 空间 . 
证 明 : 产 的 任 一 子 室 间 久 , 必 有 至少 是 一 个 ma 元 齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 ， 

证 设 厨 瑟 =s, 取 六 的 一 组 基 a…, 那 笃 历 = 世 aiyoz 
oj) 其 中 ai 为 a 维 列 向 量 . 


ai 
守 4=] : |, 牧 吉 = 5. 
cm 


作 “ 齐 次 线性 方程 组 
4 丰 =0. 山 
可 得 它 的 一 个 基础 解 系 包 ,… 拟 -,( 其 中 居 为 由 维 列 向 量 ). 那么 
da 序 = 和 人 = 12) 
2 地 


饥 
他 s-| ; j* = 站 . 翅 
吕 -， 
… 秩 呈 =nh-s 征 是 全 的 解 宝 间 ,，… 机 nm 四 = 5 抽 由 国 知 oa 为 上 元 齐 
次 线性 方程 组 转 的 解 和 空间 的 一 组 基 .… 到 = 局 ). 
193.【 北 京 航 空 航天 太 学 ) 设 4 是 xn 和 矩阵 ,有 是 mxp 矩 阵 , 试 给 
出 必 = 电 有 解 的 充 近 条 性 ,并 证 明之 . 素 若 秩 4 = r, 及 是 上 还 方程 的 -- 
个 特 解 , 试 求 出 其 通 解 ， 
解 设 x={zz az) 其 中 拉 是 mxi 和 阵 ,再 令 有 =(5i，… 呈 )， 
其 中 马 是 中 前 列 向 量 . 那 委 
和 = 有 有 解 过 dxzi = 吕 ( = 12.……,p) 者 有 解 
妇 秩 4= 秩 (4, 吾 )， is= 1 2,P) 
忆 和 猴 4= 秩 (4, 了 )， 
其 次 , 设 秩 4 = r, 作 齐 次 线性 方程 组 kr = 0, 并 设 放 …- 和 名 -为 心 =0 的 
一 个 末 副 解 系 . 
令 m=(cl…c), 且 dro= 旦 ,那么 如 = 的 通 解 为 
和 《人 十 抽 而 二 
其 中 旺 , 和 SEE= 42 aa- 站 都 是 任意 常数 . 


高 葡 代 数 皇 解 精 粒 


1 时 .1 湖北 大 学 ,200t 年 】 设 整 系数 线性 方程 组 
号 = 帮 《i= 1 作 

对 任意 旭 ,如 ,, 吕 均 有 整数 靛 . 证 明 : 系 数 行列 式 的 绝对 值 为 1. 

证 了 设 | =《 erjnnni 具 = 《而 ) 和 [zi az, 则 方 
程 组 刷 可 改 贞 为 44 = 耻 . 同 

在 他 式 中 分 别 令 

旭 一 《10，… 人 0 ， 晤 ? = 《0 1 ， 因 。 《DO 

技 题 设 存在 整 隶 数 抢 阵 人 Cs ,使 


4Ci = 机， (一 1 2 下) 雪 ) 
党 三 = 人。 =( 下 有 晤 ,由 国 知 

4C= 卫 = 瑟 ， 过 
441CL=1 全 


由 于 4,C 都 是 整 系数 矩阵 ,… 141.1C1 都 是 整数 ,由 国 式 知 141=16C1 
=] 或 141=1CI= -1. 
andl=1. 
195. [北京 航空 航 关 大 学 } 若 4 为 > 阶 方 阵 ,B 为 rxna 矩 阵 ,及 ra 
(好 ) = r, 试 证 : 
[1 若 同 =0, 则 4=0; 
{2) 若 4 本 = 吾 , 则 4= 了 
证 1 4 了 =0… 尼 本 二 站 
信 丰 =fa…: 放 其 中 心 为 本 的 列 向 重 ， 
再 作 齐 次 方程 只 x = 
… 秩 呆 = 秩 日 =r. 因 此 方程 组 二 公有 零 解 .而 由 吕 知 
局 (fa = 站 , 浊 即 吾 m = 站 
人 全 = 1 2 所 以 机 =0, 从 而 4= 
[24 …p4= 昌 ,…(4- 门 吾 =0. 由 上 题 得 
几 一 = 站. …4= 了. 
其 中 工 为 > 防 单 位 竹 . 
196. (北京 大 学 ,1991 年) 已 知 


高 将 人 代数 是 韩 精粹 


试 证 明 :线性 方程 组 
好 1 文 ] 十 在 地 区 2 村 ”十 也]o。 二 上 ， 


让 21 芳 十 看 芒 X 二 二 2 二 二 


GTIXI + Gaxz 二 二 wm 二 机， 


C1X1 十 xs 十 二 


如 可 二 | 十 Golfa 十 十 和 1]x 二 


1 
本 
串 


区 这 光 1 十 目 2 证 ”村 在 症 一 31 


可 1 十 人 092 二 二 arm 一 人 
及 %1 十 矶 22z 十 二 Ben = 旭 . 
或 都 有 唯一 解 ,或 都 没有 解 . 
汪 令 4=(alovnp= (上 和 as=fco aa), 那 第 一 个 方程 
组 可 改写 为 


国史 o 
第 二 个 方程 组 可 改写 为 
| 辣 o 


记 方 程 组 由 的 系数 矩阵 为 中, 增 广 矩 阵 为 万 ,方程 组 加 的 系数 和 矩 数 与 增 
广 年 阵 分 列 记 为 素 和 下 

二 占 请 肯 站 

5=| 直 -[。 | 

(HU 当 了 -aa4d-pB<0 时 , 秩 呈 = 秩 六 =nm, 方 程 组 省 有 唯一 入 
二 风 七 
的 | ,村 闻 = 秩 局 = * 
秩 请 = 秩 丁 = 开 ， 去 称 忆 = 秩 天 = Pm ,方程 组 全 由 有 唯一 解 
{2) 当 了 -4-18zx0 时 , 煌 万 =z+1, 秩 万 = 多 4= nm, 方程 组 个 无 解 
秩 丰 = 牧 万 =na+1, 秩 严 =< 秩 机 = 方程 组 由 也 无 解 . 


高 羡 代 教 一 圩 精粹 


ee 
和 大 季 和 儿 ， 必 汪 册 守 人 上 着 不 必 
到 起 ， 生生 玫 要 限于 


ss 二 Se， 2 本 5 


第 四 章 ”和 矩阵 


$1 和 抢 阵 及 其 运算 、 几 种 常见 的 矩阵 


【考点 综述 】 
1], 失 阵 的 加 法 .减法 与 数 科 矩 阵 
(H 设 4= (ajax 了 =《 的 )svs 规 定 
4+ 吾 ={cijaxn 其 中国 = 晤 + 硬 全 2 2 
玫 - 昌 = (而 和 mxn: 其 中 机 = 四 -上 (12 
般 = (本 Jaxo 其 中 国 = 和 =]1:2 由 条 =1 2 
其 中 上 为 常数. 
特别 -4=(- 全 )mxn， 
{2) 加 法 性 质 设 4, 吾 ,CE 严 *。, 加 法 福 足 下 面 性 质 
【上 |) 变换 律 直 + 邢 = 有 二 站. 
{ 1 ) 结 合 律 《4+ 吾 )+C=4+f+). 
让) 有 等 元 D+4= 几 ， 
(【P) 有 负 元 【-4)+ 太 = 
(V ) 并 规定 4- 品 =4+( -五 )， 
3) 数 乱 矩 阵 性 质 设 4, 六 各 站 < 天 . 
(| )f 直 = 4 
【iD) 娠 合 律 玉 交 )=( 吕 ). 
( 首 ) 两 种 分 配 律 下 4+ 且 ) = 网 + 妥 ， (+ 站 才 = 着 + 则 . 


高 等 代 束 题解 精 梓 


(| 吉 =Deer=0 或 4=0， 

2. 矩阵 的 雪 法 

(1 设 4=(m)uxw 且 ={ 下 )wx， 规 定 

= (cjmxp 

其 中 号 = 辐 的 十 要 后 二 二 

12) 扼 阵 乘法 的 性 质 设 4=(ar)oo。 且 =( 有 )]。sC=fcrjasr 厂 = 
〔d) ,和 忆 ， 

(| ) 结 育 德 【四 ) 忆 = 405D7)- 

( 1) 两 种 分 配 律 4f8+C=4B+A4C 左 分 配 律 )， 

[有 + CD= 了 台 + 人 ,( 右 分 配 律 ). 

《和 7》 有 单位 元 三 4=4= 已 , 有 时 简 记 为 殉 = 4= 45. 

(YAU4BJI= LI)=( 局 ) 厂 . 

【YV ) 矩 和 阵 乘 法 与 数 乘 不 同 有 之 处 :1 不 可 交换 ,一 般 4 关山,2) 有 堆 
因子 , 印 4zD, 吕 z#D, 但 可 能 4 =0,3) 消 去 律 不 成 立 , 即 45= 由 4 人 不 一 
定 有 总 = 站 

3. 转 置 矩阵 

( 设 4=(q)nxw 规定 4 =(1)sxn, 其 中 

机 =@ (ic12m ni] 

称 击 为 4 的 转 置 矩阵 ,有 些 书 上 转 量 矩 阵 记 为 47. 

2) 转 置 矩 阵 的 性 质 

《| 代 六 + 百 六 = 站 + 李 . 

《让 = 

(而 ) 穿 脱 律 (45) = 有 册 ， 

《ij ) 对 合 律 (水 ) = 4 

《3) 对 称 曙 与 反对 称 降 

(1) 设 4=fajnxan 苦 出 =4, 称 4 为 对 称 阵 - 

(1 站) 设 4=(ajoxo 若水 = -4, 称 4 为 反对 称 阵 ， 

4. 莫 与 抵 阵 密 项 式 

下 ,下 一 自 ， 


{1) 没 4 是 r 阶 方 阵 规定 4" = 的 的 全 丽 蕊 太 


(2) 香 的 性 质 , 设 中 .上 为 非 抽 整数 ,那么 

【1 4 出 = 和 

【47 = 4 

【让 与 数 的 霖 方 不 同 之 处 ,一 般 ( 4 天 加 ,有 


并 亦 如 为 4 的 蹇 


高 村 代数 题解 精 钵 


(3) 皂 阵 多 项 式 { |) 设 Kx)= az+…+oxz+aEP[r], 4 是 na 阶 方 
阵 ,规定 

4 的 二 本 

| 上 

扎 4 二 如 由) = 区 (4 天 4 扩 4)IEC4A = 区 4. 

5. 几 种 常见 的 矩阵 

对 角 阵 《1 ) 除 主 对 角 元 外 ,其 它 元 素 均 为 和 的 mn 了 醒 方 阵 , 称 为 对 
角 阵 . 

(2) 上 (或 于 ) 三 角 阵 设 4=(oy)sv， 

(1) 首 ms=0 (ic< 门 , 称 4 为 下 三 角 阵 . 

(1) 若 mi=0 1> 门 , 称 4 为 上 三 角 阵 . 

【看 上 (或 下 ?三角 阵 之 积 为 上 (或 下 ) 三 角 阵 . 

《lvYy 上 (或 下 ) 三 角 阵 之 道 为 上 (或 下 ) 兰 角 阵 . 

(3 初等 阵 ! | 下面 三 种 an 阶 方 阵 都 称 为 扔 等 阵 ; 


1] 
co 人 | 天 天 个， 
| 
]. 


忆 [, 开 是)) = 


(ii ) 性 质 1 一 个 初等 阵 左 (或 右 ) 科 矩 阵 4 ,相当 于 对 4 作 一 次 初等 
行 { 或 列 ) 变 换 . 
2 初等 阵 均 可 道 . 且 道 矩阵 是 同一 类 型 初等 阵 . 


高 芋 代 数 同 权 精 粹 


【经 典 题解 } 


所 


-1 1 1] 一 1! 
1 -1 -4 1 
1 -1 -4 
-1 ] 1 -1 
解 …4= -44,…44=16d42= -4 45= -10244. 
往 ”用 数学 归纳 法 可 证 杰 =(-4)-1 同 ,下 拒 丙 . 全 
198. (中 国 科技 大 学 ,华中 师范 大 学 ,1995 年 ] 设 趣 阵 4 = 
上 昌 
] | 3 


197. (华中 科技 大 学 ) 设 4= , 讨 算 4 


DB 1 
1 2a oa+28 
解 -| 1 :| 
0D 站 1 
] 3a 3a2+3 甩 
ee| 1 D | sma 
入 了 必 1 
1 西 Mo 也 + ma 
4 加 = 0 1 二 【全 上) { 


0 6 
用 数学 归纳 法 诈 明 : 当 nm=1 时 结论 成 立 .归纳 假设 结论 对 ma > 让 成 立 ， 


] 下 外 + 和 


一 


0 1 ji ， 
号 四 1 
再 当 m= 大 +1 时 ， 
1 各 作 和 oil ae 
业 +1 本 
上 | (Erlya 和 二 洒 
让 001 
让 多 业主 2 (+ 和 
10 ] 【不 十 ] 
4 0 1 


高 葡 代 数 题解 精粹 


即 当 ma=k+1 时 ,中式 也 成 立 , 从 而 证 明 吃 式 对 一 切 自 热 数 成 立 . 

199. (上 海 机 械 学 院 ) 设 4, 有 均 为 xm 方 阵 ,试问 下 列 结论 中 哪些 
正确 ? 娜 些 不 正确 ? 

{1) 若 45=0 则 4=0 或 呈 = 站 

(2 人 册 + 五)= 4+248+ 中. 

【34B) = 机 站， 

[44B) -= 号-4 (5 当 141 关 0,181 尖 0 时 ). 

【571841= 王 141 (为 常数 )， 


答 (1) 不 正确 ,比如 4= ]],a<[。 了 ] 则 如 -0, 但 4z0 
且 了 < 
(2) 不 正确 .比如 4=[ 。 ,] .8=| 


(4 + 加 于 = [3 .42+24+ 形 = =| 


《十 旦 关 关 册 十 248+ 上坟 . 
134 不 正 梧 .一 般 应 鸭 ( 4B) = 玉 证 . 
(4) 正 确 .、 …( 48511141 = 万， 
(5 不 正确 ,比如 站 = 瑟 3 下 二 了， 
1 541 = 客 , 卡 14 = 2 -| | 天 天 1 
一 般 应 为 
4 = 后 14 其 中 省 为 阶 方 阵 ， 
200. [湖北 大 学 ,2000 年 ] 判断 (对 填 " 了 "” , 错 填 " 交 ”) 
(1) 在 乒 阵 的 初等 变换 之 二 行列 式 的 值 不 变 ， 
{2) 矩 姓 4 0 网 42 尖 0. 
(3)m 阶 方 阵 4 与 -- 切 级 方 阵 可 交换 , 则 4 是 对 角 阵 . 
414 是 mn 级 反 称 阵 , 则 141 = 必 
答 :( 划 各 .比如 变换 两 行 , 则 行列 式 药 值 反 号 . 


(2) 友 .比如 4= [。 j 关 0 ,但 4 =0. 


人 
Te 


(3) 了. 
COw. 此 4=[ 和 ] 汉 = -4 得 Msl 

201.1 离 数 三 】 4: 刁 同 为 = 阶 方 阵 , 则 ( 
(AI4+ BIT=141+ 1 有 (B) 4 = 4 


高 葡 代 效 古 解 精 入 


《CI141= 1 型 | 《D)f4+ 瑟 -=4d-i+ 呈 -1 
管 民 C. 14B1= 141:1841= 181.141 = Et， 
202.{ 长 春 地 质 学 院 ] 证 明 或 计算 下 列 各 题 ; 
【 切 如 果 和 矩阵 4, 有 ,CC 有 如 下 甘 系 :4= 加 
试 证 明 ;4 , 呈 必 为 方 阵 . 并 举例 说 明 和 不必 方 阵 ; 
[2 试 证 明 : 亲 个 下 三 角 正 线 答 阵 5( 对 角 元 素 毕 为 正 数 )] 的 生 积 仍 为 下 三 
角 正 线 矩 阵 ; 
{31) 语 由 为 m 阶 拭 阵 , 疡 为 让 阶 正 挛 和 扎 阵 ,证明 ; 
{ PdP)n” = PdnP 
取 定 


4-| |,P=[ 字 。，9] , 试 计算 CPP)”，(m 为 正 整数 ). 


和 吗 抑 阵 ,有 为 玫 x 抵 阵 , 则 4 为 mnx 和 矩阵 .再 设 旦 
为 5xr 矩 阵 , 则 全 为 记 xr 算 阵 , 再 由 4C = 全 ， 

悄 三 WE 三 

即 证 4 是 axm, 旦 是 ex 入 阵 . 

设 汪 = 号 ,下 = ee 0E 到 <3. 


4c- [。 让 o] [。 5 中 ， 


0 0 
中 00D0 
人 如 = 1 ， 
站 0 TD 0 00 0 


4C= (全 ,但 C 不 是 方 阵 


(2) 设 
2aI1 站 0 站 
4 
nl pz 03 nm 
4 0 名 心 
| 
闪 如 加 


高 警 代数 昨 解 精粹 


如 1 二 1 八 必 0 身 
那么 妇 - az26z 昌 履 站 
外 ] 天 其 站 岂 


由 于 aips > (= 1.2,…,nx), 即 证 绪论. 
(3 并 到 呈 )=【 玉 -14PJm = 【PT14P 史 -14P) (14P) 
= 忆 daPP=- 户 AP 个 


特别 当 4= | 。 ，] 时 ,由 GD 式 有 


由 攻 一 in 和 na 站 
| 上 -mmsintcoa 改 2 
-mainrep 1 + Puingoos 好 

203.【 华 东 师 范 大 学 ) 在 数 域 上 组 方 阵 的 全 悼 严 *" 中 ， 求 出 所 有 
仅 与 自己 相似 的 方 阵 . 

解 ” 任 给 4-4, 由 于 对 任意 组 可 道 阵 了 ,总 有 747 = 4 ,此 即 47 = 
更， 

可 证 明 4 = oh 总 .这 就 是 说 :只 有 数 重 矩阵 仅 与 自己 相似 ， 

204. (武汉 科技 大 学 } 若 嫩 = 4, 求 证 ， 


(PP)m= PnP = [ | 


(4+ 五 上 = 此 +(2-1)4,(k 为 任意 自然 数 ). 中 
证 ”用 效 学 归纳 法 证 明 . 当 上 = 1 时 ,中 式 显然 成 立 ,归纳 仍 设 绪论 对 大 

= mm 成 立 . 即 (4+ 吕 )m = 下 +T2m -134. 本 
那么 当 关 = 可 + 时 


【4+ 吾 )mr*1= [RE+azm -1 4+ 玉 ) 
= 点 +(2m 一 42+ 轨 +f2m -1) 玫 
=4+f(2m-1)74+ 吾 + 2m 一 1 有 
=[2(2"-1)+1]4+ 思 = 吾 +(2s+1 4 
从 而 出 式 对 上 = 挛 + 1 世 成 立 , 即 证 作 式 对 一 切 自 热 数 天 都 成 立 . 
205.! 北 京 邮 电学 校 ) nm 阶 矩 阵 4 的 各 行 各 列 只 有 一 个 元 素 是 1 或 - 
] ,其 余 元 索 均 为 0. 求 证 ;有 正 整数 大 .使 姓 = 三 
证 由 于 4 和 1 或 -上 从 而 使 得 
用 ,42 
矩阵 列 中 ,每 一 个 矩阵 4 仍 具 有 这 -~- 性 质 , 即 每 行 每 列 有 且 反 有 一 个 元 素 
为 上 或 -1. 热 而 这 样 的 加 只 能 作出 有 限 个 不 同 的 来 .所 以 一 定 存 在 两 个 不 


评 等 代数 电 趣 和 畏 和 粹 


同 的 自然 数 m > ma ,使 得 4 = 4 .中 
另外 由 4 的 性 质 知 141 的 信 等 于 1 或 -1, 即 4-! 存 在 .用 4 呈 厂 乘 山 


式 两 映 得 
dm-mm= 五 ,也 证 . 
206.( 高 数 四 ,1995 年 ) 设 * 维 向 量 s = (村 ,0,…,0, 二 ) ,矩阵 4= 7 
om, 呈 =J+2ama, 其 中 了 为 4a 阶 单位 年 阵 , 则 妇 = [ ) 
【AD0 《By- 1， 【C) 7 【DJI7+ af 
答 :(C). …a7= 本， 


CT araifr+2or) = -oa+2rm 一 2cron7e 
=T+eame-2arforryc=r+aoo-or= 了 故 选 1)， 
207.( 商 数 一 , 商 数 二 ,1996 年 j] 设 4=7『- 人 ,其 由 了 是 mn 阶 单位 拭 
阵 , 是 mn 维 非 零 列 向 量 . 李 是 上 的 转 置 ,证 明 
【 切 在 = 4 的 充 要 条 件 是 fr = 1; 
[2) 当 =1 时 ,4 是 不 可 道 短 阵 ， 
证 (fi 和 =4 人 一 是 CT- 区 = 了 -的 7 
人 2 人 的 宝 = 了 - 
人 -2 人 人 = 了 -人 7 
怕 7- (2- 车 划 全 = 了 7- 约 7 
4 人 (1 一 中 嫩 7 = 二 
是 非 埃 列 向 量 ,… 引 <0, 由 中式 有 
全 = 21 一 0 上 
(2) 用 反 证 法 . 若 4 是 可 逆 阵 , 当 入 =1 时 ,由 于 面 !1)7 有 4 = 4， 
二 
但 4=7 了 -多 7T= -直人 矛盾 ,所 以 年 是 不 可 递 拭 阵 . 
tn01 
208.{ 商 数 三 ,高 昭 四 ,1999 年 } 4-|。 2 | 0 关 为 整数 , 叫 
101 
4 一 24"- 1 = 
答 履 .用 数学 归纳 法 可 证 . 
209.( 商 数 四 ,2000 年 ) 设 <=1(1;0, -1)7 短 阵 4= ar,n 为 正 整 数 ， 
则 1 - 4 汪 1 = 
管 呈 (ge -2n)， 
先 用 数学 归纳 法 证 明 :入 =25 4 人 ns)， 人 


高 于 代 数 题 衣 精 粹 


好 由， 


Pi 必 一 9a-1 
er| 心 必 人 | 


_ am-1 Don-1 
-2n-1 用 2 
1 中 -4 = 0 在 = 如 [(e -2 人 -22 12] 
za-1 0 om-l 
= ae 一 2 


210. [武汉 大 学 ,华中 师范 大学 1997 年 ] 设 


1 站 
凡 =|10 1|， 
心 1 下 


证 明 : 术 = 各 + 是 - 古 (ns3) .由 是 求 4 甸 . 人 
证 (1) 用 数学 归纳 法 , 当 上 = 了 时 


100 
Dzze-| : 公 | 
] 1 0 


10 00 
ozx6m -ate-er|: 人 1 
1 1 


心 
4 = + 三- 吾 ， 加 
师 咒 式 对 斌 =3 成 站. 
归纳 假设 结论 对 = 上 成 立 , 即 芋 = 业 -2+ 4- 加， 二 


地 臣 两 边 则 乘 4 ,并 注意 名 式 , 则 有 

型 = 
邹 避 式 对 = 上 +] 志 成 这 ,从 而 得 证 四 式 成 立 . 

2) 由 局) 式 

几 加 = 4 乓 + 和- 四 =14%+ 和 一 王 + 和- 玉 = 54+24 和 -和 E 

= 二 9 权 - 委 开 = 和 4 一 4 和 9 下 


1 0 
=|9 1] 1. 
5 妆 1 


211 .1 华中 师范 大 学 ,1991 年 | 设 昌 是 一些 阶 方 阵 组 盛 的 集合 ， 
有 时 ,都 有 由 后 季 和 (45 = 出, 证 明 ， 
【 门 喇 本, 吾 民 时 ,有 


高 坦 代 数 题 和解 畏 粹 


《用 二 再 ) 才 = 站 + 人 4 再 癌 
(2) 呈 4E 开 ,有 141=0 误 141=1 或 141= -上 

延 【有 先 和 证 中 元 素 满足 次 换 律 . Ye,y 红 帅 ， 

从 = 【区 = 【( 黎 并 区 天 = [ 林 闫 区) 了 = (了 7 六. 也 
对 ={ 季 用 =[( 守 三] =【(《 好 二 
由 过 ,地 即 证 地 = 冯 ， 

由 于 时 的 元 素 关 于 生 法 具有 交换 律 ,从 而 由 二 项 式 定 理 可 用 数学 归纳 


法 证 明 中 式 成 立 . 


[214 = 司 =《 型 )= 由 ,两 进取 行列 式 得 14E= 1463, 即 141042 -有 


141=0 或 141 = 土 1， 
212.( 认 蒙古 大 学 } 试 证 :两 个 可 交换 的 可 逆 矩 阵 ! 都 是 axa 的 )4 和 


刀 的 道 答 阵 的 转 置 也 是 可 交换 的 . 


证 设 4, 下 是 两 个 ma 阶 可 道 阵 , 旦 辆 = 师 . 出 
(站 有 (4 人 4 


本 


213.! 符 北 电 力学 院 , 水 电 部 南京 自动 化 所 ) 设 4, 忆 为 对 称 矩阵 , 汇 


[148+ 型 为 对 称 算 阵 ; 

t2)45 - 列 为 反对 称 拨 阵 . 

证 《1 和 人 + 出 = (4 六 + 到 六 = 囊 本 二 本 素 = 珊 十 4. 
4+ 出 是 对 称 矩 阵 . 

《2045 - 型 六 = (47 -【 列 = 呈 相 -机 太 = 型 -本 

-4 ) 

… 和 8- 是 反对 称 答 阵 . 

244,!{ 中 国 科 学 院 ) 设 4 为 实 对 称 阵 . 证 明 : 若 科 =0, 则 4= 必 . 

证 设 454 是 ass 其 国 ER 全, 昌 本 = 砷 


ai + 二 2 是 
= 屏 = 划 = 亚 呈 + 的 + 人 4 科 中 
胡 生 三 二 2 吧 
出 中 中 对 角 元 京都 等 于 0. 


高 亚 代 柳 题 解 精 粹 


二 Gi 十 下 

2 十 人 二 
由 于 j 和 所 着 ,所 以 可 得 mW=0 (7=12…n)，, 此 即 证 4=0. 
注 由 此 命题 可 改 为 : 当 4 是 实 对 称 阵 ,42 = 0 所 4=0. 


全 还 可 改 为 ; 设 4 各“, 刚 本 4= 0 4=0. 
215, [安徽 大学 ] 设 4, 旦 为 实 对 称 阵 ,人 为 实 友 对 称 阵 , 且 42+ 瑟 = 


袜 . 证 上 明 ;4= 呈 = 羡 = 


下 设 4, 吾 ,6 均 为 阶 实 方 阵 , 且 4 =4, 吾 = 有 .CC = 一 让 
由 上 是 知 和 的 (站 元 ,为 半 ,要 的 (站 元 ,为 立 态 ,类 似 纪 的 (， 


寻死 为 - c， 


只 而 由 好 + 瑟 = 人 有 有 
0 上 = 人 


-2 + 站. 出 
由 于 ER ,从 而 由 十 式 有 
ES 《2 包 


由 已 ,地 即 证 4= 且 =fC= 训 

216.{ 贤 南大 学 ) 任 一 方 阵 可 表 成 一 纯 量 矩阵 与 迹 为 口 的 窍 阵 之 利 . 
证 设 4=(oy) 是 任意 一 个 = 脐 方 阵 , 设 

2 = 站 jj] 十 站 加 二 


再 念 有 旦 = 上 - 二 尼 , 那 么 4 = 生 避 + 史 ,中 其 中 二 二 是 冰 草 徐 阵 . 再 直 


忆 = 4 = or( 二 加 + 好 ) = 可 二 尼 上 及 = 下 十 让 呈 ， 
有 = 四 
从 而 由 中 ,二 得 证 ， 


217. (武汉 大 学 ,1997 年 】 求 所 有 的 与 | 。 “| 相 采 林 交 撰 的 2x2 实 


眠 阵 ,这 里 e 是 非 零 实 数 . 


元 等 代数 题解 精粹 


解 设 |” | 上 
广 了 
Xi 3X|TL 产 ] dz xi 下 
攻 | |。 区 中 [2 2 
亦 ] 二 革 ] 十 3， 


站 1 十 2 二 六? 十 43 ， 
那 色 ， 这 解 得 xy = 0D,xl = 呈 ， 2 可 以 为 任意 实数 ， 
中 一 灾 3 3 


MX 了 3 十 殉 4 一 区 


所 以 与 | 。“] 可 交换 的 实 短 阵 为 | ” “] ,其 中 。,t 为 任意 实数 


避 1 了 
218.[ 西 安治 金 奢 筑 学 院 ) &4-|。 0 | 与 机 
1] 0 0 
窍 阵 如， 
和 汪 2 于 
解 | 3 “| sa 
%7 和 
于 | 三 党 5 二 %9， 
人 sc 
一 了 二 册 了 7 
应 由 
所 以 ooTmH| 忌 ae ab, 为 任意 常数 . 
六 ee 


219.( 中 国 科技 大 学 ) 设 4= [ 。 “] ,其 中 ,ie 为 实数 , 试 求 ob， 


< 的 一 切 可 能 值 ,使 Am=[ 、 


解 4 是 上 三 角 阵 , 它 的 乘 方 还 是 上 三 角 阵 ,所 以 
a@@ 所 二 5.c) 1 0D 
5 im |-[。 中 ， 昌 


必 如 
其 中 兵 a,5c 是 aa,5,c 的 整 系数 过 项 式 .由 由 式 有 


am=1，cm=liae=+lic= 土 1， 
下 面 分 别 讨 论 . 
1) 当 a=e=1 时 , 则 


高 葡 化 数 题 解 精 往 


十 


愉 


站 
-=0. 这 时 4=[。 由 


C) 当 a=e= -1 时 ,可 得 4-[ 


(3) 当 aa= -ce=l1 或 ae=-ce= -时 ,这 时 上 可 以为 任何 实数 . 
综 上 可 知 4 有 + 种 可 能 : 


是 人 人 
潜 中 为 任意 实数 ， 
220. (北京 化 工学 院 ) 试 写 出 广 足 条 件 4 = 巨 的 一 切 2 和 扔 矩阵 4= 


由 
训 
- 2 [1 0 

虹 + 如 -|。 

a+ 下 = 于 岂 ) 
| + 罗 =， 人 
efate=T0D， 地 

由 工 且 = 1， 二 
(二 当 e+ 二 0 时 ,由 四 ,同和 担 5= c=0. 代 人 中 ,也 可 解 得 = + 上 1.34= 


.但 ax+z0 4-|。 上 ] 或 4- 网 人 


(21 当 e+og=D 时 ， 人 


【二 >) 当 才 关 总 时 ,由 心 有 所 这 时 
三 点 
4-| | 加 
让 ~ 在 
] - 时 
(iD 当 er<o 时 ,类 俱 有 4= | < | 图 
导 一 旺 


《前 ? 当 志 = 人 时 ,aa= ae=t+iid= -ea= 于 ], 这 时 
1 0 -1 0 

4=| 。 .或 4=[  。 )]@ 共 中 * 为 任意 常数 . 

【jw)y 当 ==0 时 ,类 亿 有 


高 葡 代 数 旺 利 精 粹 


4=[。_ |] 或 4=[ - 。 1] ,@ 其 中 5 为 任意 常数 


但 名 ,起 售 在 号, 辐 之 中 ! 即 如 一 1] 或 妞 二 - ]) 
综 上 可 知 4 可 存 4 种 可 能 , 即 
[二 沁 
| [| | 5 | 其 中 为 任意 党 数 ,4 
和 。 是 任意 非 堆 常数. 
221 .1 北方 变通 大 学 ) 4 为 实业 阵 , 求 出 鸽 四 =0 的 各 种 形式 的 4， 
解 设 4=[” ，] ,其 co,5ocsd 为 实数 ,由 少 =0 本 得 


+ =0， 咯 

此 区 二 可 =， 全 
e+U) = 站 二 

归 + 训 = 人 二 
(1) 当 关 = ec=0 时 ,可 解 得 na=d=0 这 时 4=0. 


(2) 当 5 时 ,由 国 得 e+d-0 即 = -。 这 时 -对 ,从 而 


酝 王 
4-| | | 
一 本 一 纤 


6 
【31 当 = 汉人 上 时, 类似 有 
4 人 | 有 3 
0 时 寻 避 本 _ 交 
[， | | | | 芝 s。 和 作 刘 类 ,< 入 任 
下 人 尼 一 也 
零 常 数 . 
222.1 高 数 二 ,2000 年 】 设 w=(02078=-0 了 ,Ony = [0,0， 
) ,4= o 呈 ,8= pa, 求解 方程 28242xy = 44xr+ 呈 ff 7 中 


解 ” 由 已 知 条 件 可 得 


高 等 代数 属 解 精粹 


站 | ,42=24,44=84. 卫 = Pa =2. 
1 

由 方程 组 全 可 得 

[2842 -44 一 是 晴 )* = >. 

8 一 已 )x= 了. 动 

由 地 得 


局 一 ib| 一 


xl = 人 十 着 
aaa 
33 二 丰 ， 
243. (高 数 一 , 商 数 二 ,1995 年 设 4 为 上 阶 垂 阵 ,满足 妈 ' = FF 是 na 
阶 单位 托 阵 1.141<0, 求 14+ 了 1. 
解 由 44' = 大 两 边 取 行 列 式 得 1412=1 相 141<0 .141= -1 
14+ 了 =1d4+ 岂 上 =14117+ 机 = -17+ 机 1 = -17+4|1. 移 项 后 ， 
并 解 得 14+ 了 I =0. 
224.{ 华 南 理工 兴学 } 证 明 元 素 为 为 或 1 的 三 阶 行列 式 之 值 只 能 是 0 
十 上 , 土 侠 。 


GI1 昌 12 。 鱼 志 
证 | 人 2 | 
如 3 oz 站 到 
车 ol = ml = ml=0, 那 么 141 =0, 否 则 ,不 失 一 般 性 ,可 设 e 夫 民 如 果 
an = az ya 中 有 一 不 为 0 时 ,交换 4 的 两 行 ,可 使 o; 的 位 置 林 为 心 ,而 值 
只 相差 一 个 符号) ,这 时 au = 1, 然 后 ,由 行列 式 的 性 质 得 到 


高 苹 代 殖 题 秀和 精粹 


1 Ci 如 1 5 
[ 伍 | 区 二 | 央 让 = 全 
0 5 人 


其 中 各 :6 后 , 拘 的 值 只 能 为 0 或 二 1 ,从 而 由 仙 式 ,可 知 141 的 值 只 
可 能 是 0, 上 1 或 二 2. 

225.{ 华中 师范 大 学 ,1993 年 ] 设 太 iJ=am+axs+… 和 + 如 1, 且 
1,68 是 搓 -1 的 壮 个 不 周 复 根 . 


20 9 人 
-1 0 | Ga 3 人 一 人 
入 二 | 加 -2 四 -1 加 人 rr-4 人 -3 
全 1 了? 本 3 @an … 1 上 
1 1 1 1 
1 所 2 | En 
=|1 计 e 夺 2 
1 sa-1 
证 明 ， 
扶助 
所 E) 
【1747 = ， ; 仁 ) 
1 


(2)141= 扰 瑟 雹 E 抱 二 
及 1 ED) 


四 
扰 ]) 司 - 站 后 
真 四 大 站 厂 Ea) 起 
人 二 
由 6 LT 量 E) ) 
直 全 ,起 邯 证 由 . 
32) 在 吃 式 两 边 取 行列 式 得 141:171= PCD) RE 所 二 贞 ) 


高 亚 代 数 题 解 精粹 


再 由 范 德 区 行列 式 知 (并 令 El 二 机 .17 = 山 .5 后 ) 天 作 

因此 在 二 式 亲 边 消去 171, 可 得 141= 大 二 天 e) 天 名 ) 

注 本题 中 矩阵 4 称 为 循环 矩阵 ,本 题 纵 出 = 阶 御 环 矩 唉 的 行列 式 的 
公式 ， 

226. [河南 大 学 ) 4 为 实 矩 阵 , 若 对 任意 实 和 矩阵 籽 , 育 rdW) = 站 刚 4 
= 站 

证 设 4=(ap)E 名 xm 

取 疝 是 (P 访 为 1, 其余 均 为 0 的 严 x+# 底 阵 , 由 假设 有 

扣 ( dB = 三 人 (= 12 = 1;2pn). 

此 即 4= 交 - 

2027.{ 日 本 东京 工业 大 学 }) 设 4,8,zfn=n0.1…) 都 是 3 阶 方 阵 ， 
Xin 4 和 一 dx 于 呈 , 当 


0 1 0 100 吕 D0D0 
局 呈 |a。 1 | 站 9 


本 0 DOD 1i 帮 站 站 
解 的 拥 二 二 和 中 
各 -1= dao-2+ 呈 地 
咱 - 鲍 得 
放下 


= 得- 区 3 放 一 知 ) = 和 1 二 
而 Zi = 4zo+ 呈 = 旦 = 下 由 国 得 …- 辣 = 在 -1 
六 


= (2 十 再 扣 1 


= 下 十 此 十 用 2 + 1 印 
如 二 在 十 册 十 用土 寺 避 1 图 
但 是 如 = 玖 .所 以 由 回 式 可 得 
my ， 当 严 = 3m 时 
-| Ai + 亚 ， 中 三 3 有 + 时 
n+ 瑟 +4， 当 m=3m+2 时 


] 1 1 
其 中 中 | 
1] T 1 


高 普 代 数量 解 精 和 粹 


2 伴随 算 阵 与 铸 扼 阵 


【考点 综述 ]】 

E. 伴随 算 曙 

(日 设 4= (十 ) ws, 则 它 的 伴随 矩阵 4 ”= 【与 js。 其 中 本 = 4 人 = 
1,2,，……:m) ,4 为 14l 中 必 的 代数 余子 式 . 

(2744 ”= 44 "= 141 四 ， 

{3)14*1=141s-1, 其 中 屿 是 = 阶 方 阵 (n32)， 

na, 当 秩 4=n 时 ， 
(4) 穆 4” -| R-1T 时 ， 
0, 当 秩 4sn-2 时 ， 

2. 道 符 阵 

(1 人 设 4= 《mnxns 若 存 乍 天 阶 方 阵 旦 , 恒 要 = 大 = 瑟 , 则 旦 是 4 的 道 
年 阵 , 设 为 4 1, 并 普查 可 道 . 

《2) 人 性 质 { | ? 当 4 可 递 时 ,14-11 有 

[并 相 =(4 

【 诈 这 冲 - -= 站 

【iv 4B) -= 旦 -14- ,其 中 4 下 均 为 阶 可 道 阵 . 

(VCMd) -= 二 41 其 中 4 可 道 ,下 0 

3. 求 北 殷 租 的 方法 

{T) 用 定 交 污 ， 

(2) 用 公式 4-1= TTTA ， 

《3) 用 初等 变换 . 

{4) 解 方程 组 . 
【经 典 题 解 ] 

228.[ 北 京 邮电 学 院 ) 设 4 为 1 行 m 列 拭 阵 (ms2), 近 为 单位 些 阵 ， 
4 为 4 的 伴随 和 给 阵 ,141 为 4 的 行列 式 . 

{ 刀 试 证 :4.4"， = 1441. 克 ; 

(2) 姑 4 为 非 奇 异 , 试 证 :4-1= [4 

{31 试 证 ad = 加 -414 fa 实数 ); 


这 村 代数 旺角 精 和 神 


(4) 如 4 的 秩 为 mn, 试 证 :4 的 秩 也 为 mi 


(5 天 津 大 学 ) 如 4 为 非 奇异 , 试 证 :{4- 0) ”= (47)71; 


{6) 如 4 汶 非 帝 异 , 试 证 :(4 7 7) = 【4)5 -2 及， 
证 《1bD 设 4={(oynxa 册 


站 1 人 

4 - 则 区 2 

4 an 

由 于 mi az2A2+… -+ aadh = 人 (= 丰 ， 


他 中 名 12 “和 公 Im EN 


4 | 唔 2 an 427 
oil az on za 
141 
= 141 有 
Ti 


{2) 仿 !1) 还 可 证 44=144 有 ,所 以 


国史 二 
4 4 =T 和 全 ”=， 


(4 ) 二 = 而， 


由 定义 得 4- 


包 


131 设 4= 【后生 xw 再 设 (d) = fs 那么 名 为 行列 式 1ad! 中 划 
去 第 行 和 第 i 列 的 代数 余子 式 (m - 工 阶 行列 式 ) ,如 果 其 中 每 行 提出 公 因 


子 a 后 
上 = 加 (=1,2… :1) 
由 此 遇 证 (fed) ”= 加 -4 
(4) 若 秩 4 = am 141z0Dh, 那 么 由 上 面孔 式 有 
14 :4 = | 141- 呈 | =14He 20 
14 0, 即 秩 4 = 


(3)…( 网 ) -1 = 尺 4 -1 由 上 面 @@ 式 两 边 取 逆 可 得 


高 等 代 歼 题解 精粹 


4= 141(4 104) -LT 租 苇 
GD ID 


由 志 , 塌 即 证 (4 )》 = (4 ) 
[6 并 天 津 师范 大学 ) 斌 以 证 明 对 一 切 胡 。 > 凡 丰 一 证 有 非 琳 异 ) 才 有 


(4*)》 = (4)5-24. 心 
由 于 14*1=141n-1 全 
(| ) 当 秩 4=nm 时 ,141zx0,4 训 首 , 用 4 谋生 几 式 两 边 柯 得 
4 ”=141:4-1 
在 妃 式 中 用 4 殴 4" 得 
(4 41104714IITT4) = 14I-24， 起 
(7) 当 秩 4 过 a -上 时 , 则 秩 4 二 1,141=0, 从 而 黎 {4 7 ) ”= 人 
【41 =0=14ln-14， 各 


综 上 地 , 辐 两 式 , 即 证 (4 ) ”= 1419 24， 

225.( 商 数 二 ,1998 年 ] 设 4 是 任 --nf0na 反 3) 阶 方 阵 ,4 "是 其 伴随 虐 
阵 , 系 天 为 常数 , 且 友 尖 0, 二 1, 则 必 有 ( 始 ) ”= 

【 由) 褒 4 《站 ] 交 一 帮 【CO 《了 天 " 

管 (后 ), 由 上 题 上 ?可知 . 

230.( 高 数 三 ,高 数 上 四 ,1985 年 ] 设 站 阶 算 阵 4 非 奇异 (ns2) ,4 是 4 


的 伴 瑚 矩 旗 , 则 
《下 由 ”一 1 4 7 丰 《BJCS7) 一 14T+1 
《CN = 141n-24 {D7T4L 一 1194 有 


管 ( 台 .出 第 228 题 ( 乓 可 得 . 

231.1 中 由 文学 ) 1) 证明 ;14" = 1141 其 中 4 为 林道 方 阵 4 
的 伴随 年 阵 ; 

(2) 设 4 为 实 对 称 阵 ,4 的 牧 r, 证 明 :4 可 表 为 个 秩 为 上 的 对 称 方 阵 
之 和 . 

证 (1 本 题 中 假设 4 为 可 道 方 阵 ,实际 上 对 任意 = 阶 方 阵 4 都 有 

14*1=1 十 121， 作 

(1 ) 当 4 可 道 时 ,由 于 

4 一 1 4 1 

两 边 取 行 锣 得 141* = 141914-11= 1414-1， 


高 专人 代 数 把 桩 精 入 


(ii)? 当 册 不 可 道 时 ,141=0, 这 时 秩 4 二 1 14 1= 站 


4 = 4 
(2) 机 = 4E 天 5, 从 而 存在 正 交 阵 PCTF-1= 了) 使 
和 
44 = r| 必 艺 
四 
其 中 0 为 六 的 全 部 待 征 值 . … 秩 4 = ,不 防 设 用 天 站 面 
AT= -三 册 二 心 
和 
训 
及 = 人 1 了 = 了 -1 7+7 1 0 下 十 二 
5 上 ， 
姓 
品 
避 


和 
其 中 及 = | 议 | 四 玉 = 台 , 构 记 =10=]1,2, pr) 


232. (武汉 大 学 ,2000 年 ) ans3) 阶 算 阵 4, 则 (4 为 ( 
{A) 本 《HB) 141" -1 及 (CC 14419 -3 册 {) 吾 
答 :(C) 由 第 228 题 可 得 . 

233. 【长 春光 学 精密 机 杰 学 院 } 设 方 阵 


1 
万 如 昌 
站 1 
由 下 
(1)a,sf 满足 何 关系 ,4 为 可 遂 拭 阵 ? 
《2)ai5ve 为 何 值 时 ,4 为 对 称 方 隆 ? 
(3ja,bie 为 何 值 时 ,4 为 正 变 矩 阵 ? 


ER _ 
解 (1) 141 = 四 万 … 当 山 万 关 0 时 ,4 为 可 逆 年 阵 . 


高 车 代数 题解 精粹 


{2) 由 省 =4, 可 解 得 
立 二 二 =0e= |]. 
即 z= 上 =oc=1 时 ,4 为 对 称 方 阵 . 
《31 车 4 沟 正 效 阵 , 那 和 


( 方 F + 归 = 


万 


解 得 万, 六 ,c= 0 


站 全 和 - 方 时 ,4 为 正 交 阵 . 


1 工 另 一 个 为 - 芽 下 
《1) 当 ere 中 有 两 个 为 万 , 曾 个 为 万 时 ,4 也 为 正六 阵 . 


2 了 4. [安徽 工学 院 ) 【1U) 若 4 为 正 交 阵 , 那 么 141 = 土 Hi 
(2] 若 4 为 上 阶 非 奇 异 阵 ,4 "为 伴 振 矩阵 , 试 证 
耳 
站 
[342= 避风 4 的 特征 值 只 能 基 + 十. 
证 {1) 44= 殖 ,1= 4 14I2 ,14E= 土 1. 
【27 44 ”= 及 用 = 141 五 . 人心 
由 非 琳 异 ,… 141F0D, 则 中 式 得 


-1 4 4 
4 人 T 4 T4 ) = 4 )4 = 加 


是 -1 一 


由 定 芯 知 
4 -1 = 人 
(3) 设 14 是 4 是 任 一 特征 值 ,a 是 相应 的 特征 向 量 ,那么 da = aa, 所 以 
= 喇 = 生 =dfMal=X 可 =A2e， 
(42 1)a=0- 
但 zf AT=0, 即 4= 宇 ]. 
235. [ 商 数 三 ,1997 年 ) 设 4, 忆 为 同 阶 可 递 矩 阵 , 则 { ) 
({A) = 到 {B) 存 在 可 诞 阵 P, 使 P-I4P= 呈 


高 葵 代 散 二 十 业 罚 


{C) 存 在 可 道 阵 C 司 CdC= 吾 


答 【D).… 情 44 -= 旦 , 即 其 中 喇 = 旦 ,人 =4-1. 


23.( 兰 北大 学 ,2001 年 】 


48+=+ 开 ,已 知 


1 
疙 | 
芝 


则 = - : 
2 0 1 
答 E 3 中 BF= 几 十 呈 ， 
《一 才 } 呈 = 同一 下 = (下 一 瑟 六 下 ++ 硬 ) 
-1 0 2 
2 10 
史 (4- 百 ) 可 六 . :ac4er| 3 
-] 站 
237.! 调 北大 学 ,2000 年 ) 设 
ET 2 
= 
| 
三 
求 省- 
-1 -2 -1-21000 本 
-2-3-2 30 100 0 和 1 
| 
-2 -3 2-3000 1 0 1 
-10-12-3 200 -10 -1 
0lt0D7-2 00 01 站 
0024-10107 oo 2 
00 4- 丰 人 -101 三 太 站 
-1]0-L1 PP -3 2 0 10D0 
和 0180 
00 12- 0 0 0 0 1 
0D 0D-H 2-t -2 1 呈 辣 < 


1-2 1008 
0 7-2 100 
2 4-1 010 
和 1 
2 -3 2 性 让 
0 
4-10 10 
~- 中 2-l1 -2 | 
4 - 守 2 二 0 
7 -2 1] 如 汪 
2 -二 0 二 0 
3 


【D) 存 在 可 逆 阵 忆 ,@ ,使 BIO = 呈 


设 4, 呈 为 3 防 托 阵 ,五 是 3 挤 单 位 阵 , 清 是 


呈 


高 将 代数 是 香精 入 


: 目 加 
间 1 7 -2 1 0 和 TDDO -l 站 
1 
0012- 二 0 全 0 3 13 4 
0001 -一 一 本 - 末 1 1 1 1 
7 于 了 雪 0001-7 基 了 一 苹 
2] -14 21 一 4 
Il -4 7 -4 7 
14| -3 -2 3 2 
一 之 1 了 一 上 
二 二 ， 研 地 
， 必 
解法 > 全 有 = 叙 : 风险 县 ] 
关 有 必 己 前 生 区 遇 刘 大 工 
忆 上 1 1 一 户 
| j = 二 = | ,其 中 对 -eg 二 
了 一 了 1T-3 -2 
… 百 = ,人 = 一 5 
[ 汪 2 司 


用 三 义 万 等 变换 求 4 如 下 


天 中 
{ 由, 瑟 ) 一 | 
|。 0 溯 | -2C: - 吾 避 
全 全 二 1 
让。 国 瑟 
不 过 、; 了 工 
: 了 汪 本 
史 0 ;了 本 召 
1 1L，4 
0 8 二 
卫 了 
-1 了 一 1 
_] -1 工 
-41 二 [二 2 “ “ 
人 21C CU | 人 
td4 T 了 
1 2 工 工 了 
7 44 了 1 计 


高 等 代数 题解 精 入 


二 1 过 ~1 - 
解法 3 用 解 方程 组 , 令 8= | “， -jj,c=| ， -了 则 
虽 
4=| 。 
昌 王 
2 Za 
再 令 4- -| | ,由 4 可 得 
办 
2 + CCza = 瑟 ， 
22Z1 + CCZ4 = 小 ， 
82 - 0CZ; =0， 
县 2 -YEZ = 区 
二 筷 二 
角 得 站 二 间 二 人 有 
.了 卫 
2 -1 2 
工 汪 
hr 汪 [ 全 ， 区 0 
机 
4 7 14 7 
LT II 1 _ 3 
7 址 ? 14 
3 0 0 
238. (高 数 一 ) 设 4=|1 4 0| 则 (4-28)-1= 
0 D 3 
1 0 0 
了 了 工 
管 -2 0 
0 0 1 
239. (高 数 三 ) 设 3 阶 方 阵 4 的 伴随 矩阵 为 4" , 且 141= 十 ， 
HC34) -了 4 1， 
-1L 。_ 3 
解 141= 王 ,4 =1414 = 本 4 24 = 外 
-4 _ -1 
(34》 = 河 则 ”， 
-1_54-1 -1 1 有 3 - 
| 二 24 1=1 -村 入 1=(- 语 六 1417， 
__ 8&.， 下 
人 


南 芋 代 效 是 解 精 入 


240. (高 数 五 ] 设 4 为 a 酚 可 递 阵 ,4 是 二 的 伴随 矩阵 , 则 (  ) 


{ 站) 寺 症 “| 二 11 【By1d<1=141| 
{C14” 1 二 册 | 【DJ14*1= 14"11 
管 【4)， 


241 .1( 高 数 四 ,19%92 年 ) 已 知 实 窃 阵 4 = 【ay 加 x3, 满 足 条 件 : 

(1 生 | zi = 1.2,3) ,其 中 4 是 好 的 代数 余子 式 ; 

《21 G11 天 候 . 

计算 行列 式 上 41. 

解 ” 直 条 件 (1) 得 4* = 4 ,两 过 取 行列 式 得 141-:= 142=141;.… 
上 1=0 区 141= 1 

但 由 于 如 1 天 ,所 以 行列 式 141 按 第 工行 展开 得 

141= gl41+ apd2+a3M3= GT+ GE + 本 关 和 

-141 = 1. 

242.( 高 数 四 ,1I998 年 设 4, 妞 为 阶 矩 阵 ,141=2,181= -3, 则 
i24 "及 -11 = 


2 
管 - 3 一， 
+ 厅 -11 aa da li .| 中 -1 onsjilns-i T onsaon il 
34 县 ”1=22-14 1 号 - 1=32a.141 1 再 | = 3 2 
2azn -1 
全 3 


243.( 高 数 三 ,高 数 四 ,19%8 年 ] 设 4, 呈 满足 4 员 =284 -8 其 


1 
中 “| 三 示 | sse ea amptamm 8= 
| 


名 


2 

和 莹 -二 141= -2 44*”=141 呈 = -2 
2 

已 知 4" 顺 =284 一 8 殖 ， 


十 式 两 边 友 和 老 4 1, 右 入 4 -1 并 注意 个 式 ,有 
-2 号 = 2 的 -85,…(4+) 玉 = 4 五 ， 


了 
2 2 2 
| 副 一 旭 -1 -| | 
2 辆 加 2 
2 


高 等 代数 题 埋 精 锌 


244. /高 数 一 ,2000 年 ) 设 引 阵 4 的 伴随 矩阵 
1 分 星星 
0 1 00 
4” = 
0 10 
0 -30 8 
且 454- = 网 -+358, 其 中 也是 4 阶 单位 矩阵 , 求 些 阵 日. 
解 用 4- 至 科 同 时 用 4 右 乘 , 已 知 等 式 
dd -1= 王 -1+3 克 ， 


得 喇 = 4-1 百 + 3 将， ( -由 -1) 呈 = 3 克 ， 心 
再 由 已 知 4 ,可 得 14 "1=8= 1413,…141= 乏 
-1_ s 醒 
4 =TI4 = 了 和 4 
了 工 
2 0 0 0 
0 喜 0 0 
一 4 = 一方 ”一 
E 人 和 
2 2 
0 加 0 -3 
1 号 - .41z0:[E- 4 可 道 ,从 而 由 四 式 可 解 得 
了 工 于 
了 0 N0 站 
0 看 站 尹 引 
吾 =3[ 瑟 -有 171 和 = 0 
二 0 工 50565 0 
-了 王 8 
030 -1 


3 
DO 站 -3 
2 
245. (武汉 大 学 ,2000 年 ,高 数 一 , 高 数 二 ,1994 年 )] 设 4 为 n 阶 非 零 实 


方 阵 ,4 "是 4 的 伴随 矩阵 , 少 是 4 的 转 置 第 阵 , 当 水 = 4* 时 ,证 明 :141= 
0. 
证 用 反 证 法 . 若 141 =0, 则 
4 = 则 * =141 下 = 站 侣 
另 一 方面 设 4=< (ay)E 到 


高 苯 代 数 必 解 精 往 


司 4 。 
特 填 十 本 上 玫 
和 掏 吃 ; 0 
和 共 人 


也 
由 地 式 中 一 切 主 对 角 元 沟 等 于 0, 可 得 
2 一 履 《1 一 2 
此 即 4=, 这 与 4 为 非 零 矩阵 的 假设 矛盾 . … 141 夭 0 


注 条 件 4 是 实 方 阵 中 " 实 " 字 不 能 少 , 秋 则 ,比如 设 4=[ “，，)]. 则 


由 = 此 ,但 141=0. 
246.【 高 数 四 ,1995 年 ) 已 知 3 阶 矩阵 4 的 道 扎 阵 为 


1 1 1 
4=|1i 2 1+|， 
1 1 3 


试 求 伴随 矩阵 4 " 的 道 矩阵 
和 解 … 红 "=144 瑟 , 遇 边 取 邀 得 
(4 -14-1= TB， 
| ) -= 4= 14 114 心 
1 1 1 
Il4-tls=jl 2 1|=2 全 
1 1 3 
5 -2 -| 
4 (4 9 让- 2 | 由 
=- 夏 1 
将 外, 四 代 人 中 得 


5 2 
oo - 2 中 
-lt 0 1 


247.【 华 中 师范 支 学 ,1995 年 } 


1 1 1 
《]) ,| 1 | 汪 人 


妇 站 ] 


南 葡 代数 二 鱼 精 圩 


] 1 1 1 
站 1 … 1 4 
(2 站 =| | 是 二 阶 广 阵 . 求 瑟 -. 
DDO0Ol l 
00… 0 1l 
解 ( 世 用 初等 变换 法 可 得 


1 -1 0 
41= 9 ] -1 
履 必 】 


(2) 类 似 用 白 等 变换 法 ,在 吾 的 右边 拼 一 个 = 阶 单位 阵 , 作 如 下 初等 变 
换 . 从 第 > 行 开始 ,直至 第 ” 行 ,每 一 行 切 { - 1]) 可 到 上 一 行 ,可 求 得 


1-1 0000 0 
0 1 -10 :0 0 
本 二 站， 
0 0000 .1 -1 
总 和 站 收 
1 1 1 
248, (广西 大 学 )} x|: -1 js 
1 20 


《4 
(2 和 04+ 吾 ) 4 一 吾 )- 
解 (1) 解 ” 用 初等 变换 法 可 得 


一 上 了 2 
让 1 -1 1 |. 
3 -1 -3 


中 ] 1 
= 几 - 上 =|2 -2 | 
] a -] 


] 
249. (山东 工业 大 学 ) 设 4<| ， 一， 下 | 隶 4 和 GO 
] 


] 
-1 -1 1 
解 ”用 初等 变换 可 得 


滑车 代 教 题解 精 梓 


-1 -1 1 
其 次 可 以 算出 141= - 1 由 于 
44*" = 141 克 = -16 尼 


两 按 酸 逆 得 
YI-1 上 
《同一 放 王 。 
| 1 j 1 
1 1 -1 -1 
0 
1 16|1 -1 1 -1 
1 


-- -1 1 
250.{ 尘 林 工 业 太 学 ) 求 拭 阵 X, 已 知 


1 1 -1 1] -1 1 
用 了 2|=|11 中 
1 -~1 和 相 1 


2 1 
站 
= 看 4 2 2|， 
起 台 
321 .北京 工业 学 院 ) 求 
0DDnD0lD nm 
DTnDDn0lnD 
|00000l 
10nDn00D 1 
DO10D01 0 
站 站 1 站 站 
的 六 晴 -1 
三 必 ] 
解 ss。 ] | 有 
1 0 
[ 吾 ; 巨 册 巴 基 严 ; 五 员 0 ; -了 号 ] 
下 吨 ! 和 扣 五 Di: -及 三 D 瑟 : 瑟 昌 


清和 警 代 数据 解 精 四 


0 0 -1100 
6 -1 0010 
.1 人 5 | -LIL 0 no00 
玫 0 1 0D Da00a0 
0 1 0000 
0 0 1000 
1 -3 
252. [武汉 大 学 ,2000 年 ) aa: 1 | 
站 用 
下 十 点 = 汪 4， 
解 ” 将 已 知 等 式 改 写 为 
了 4- 吾 ) = 由 ， 
1 -3 0F0 -3 0 | 1 
Ce ] | : D | 了 
0 02jLo 01 3 
D 
253. [ 商 数 三 , 商 数 四 ,1994 年 ) 设 
呈 G 站 … 心 
0 0 as 必 
下 国宝 
中 TD 
a 和 和 00 :… 0 
其 中 产 产 Di= 1.2, ,nm), 则 4-1= 
0 0 -… 0 寺 
or 
本 心 改 站 
答 | 0 5 0 0 
0 0 二 
Gan .1 
用 初等 变换 法 可 得 


写 已 如 | 一 


321 昌 站 心 
0 0 0 0 1 0 
收 站 台 _1 人 1 中 
aa 0 0 0 站 人 0 
a 0 站 蜂 D 00 0 用 
站 @ 四 日 0 1 DANO 性 站 
@ cu 人 0 疙 了 缮 
0 0 aa 0 ] 0 
1 个 0 工 
他 
es 人 站 
上 | 
1 了 履 让 _1_ 0 
| 
0 日 0 工 
苹 h 
1 
一 站 D 用 
Qi 
上 业 -‖ 一 
= 工 
1 过 
0 0 -了 0 
ea -1 


34.{ 华 中 师范 大 学 ,2001 年 ) 设 = 


3 3 
明 :4+3ng 是 可 逆 矩 阵 ( 其 中 已 是 na 阶 单 位 阵 ). 


高 壮 代 歼 岩 解 精 粮 


号 


” ” “| 是 阶 方 阵 ,证 


了 


高 车 代 玫 题 解 精 和 粹 


3f{m+1T 3 3 
解 1443ngl-| 
3 3 ”3fn+1 
= [3fna+1 -3 if30n+i-(n-1)3] 
= 6[3m7a -1 沾 . 
由 +3nmg 是 可 道 算 中 . 


255.1 北 京 工 业 学 院 )】 车 妇 =0, 试 证 :- 4 可 道 , 且 
《一 站) -= 玉 + 及 +?， 
证 (四 一 点) 儿 百 十 碳 二 MA2} = 吕 + Ms 再， 二 
由 二 知 五 -和 可 道 ,用 
《上 一 下) = 吾 + 几 + 
256.1 北 方 交通 大 学 ] 【等 价 向量 组 所 包含 向 量 个 数 是否 必 须 相 等 ? 
举例 说 明 ; 
{21) 试 证 :如 果 再 = 以 点 为 正 台 数 ) 那 和 
{ 民 一 站) -1= 可 十 册 二 赋 十 -十 和 -1 
甫 (1 两 个 向 县 组 等 价 ,它们 包含 向 最 个 数 不 一 定 相 等 ,比如 … ce 天 0， 
向 量 组 ( I ) :oa 向 量 齐 (IT ):e,0, 那么 ( 工 ) 与 (I ) 等 价 ,但 向 量 个 数 并 不 相 
等 . 
(27 用 放 本 十 几 二 由 二 二 = 一 = 
1 
注 区 2 还 是 华东 化 工学 院 的 试题 ， 


257 (武汉 大 学 ,1998 年 】 证 明 ; 实 矩阵 4= | “| 可 乾 当 旦 仅 当 4 


不 是 办 矩阵 . 在 4xf0 时 , 求 出 二 -1. 
证 (4 可 道 史 141= 双 + 本 闫 Qtsa 本 中 至 少 有 一 不 为 避 二 4 人 0 
(2) 妆 下 天 站 时 ,那么 141zn0 
s < __ 有 】 如 一 声 
iT = 
2x 恬 和 


于 
258. (天津 大 学 ) (1) 设 4=| 0 号 - 况 启 
齐 
避 5 ]53 205 他 
问 :( ix 为 何 值 时 ,4 为 可 道 矩阵 ; 


II 0 00 
-1 2 0 0 

再 =【 五 十 帮 ] - 开 一 过)， 

下 | - 交 3 0| .由 于 【 十 过 1 
DO 0 -3 4 


二) 呈 = 厂 一 由 ， 
dBT+Ud+ 玫 + 五 = 了 25， 
【 玫 十 三 儿 上 电 + 瑟 ) = 了 五 ， 


] D 0 0 
-1 上 下 | 心 履 
了) = 了 (4+ 盏 ) = R 0 
0 1 -3 4 
1 0 0 
261 .1 清华 大 学 ] -| -， 2 | 本- 人 yt 
] 4 3 
4) 上 其 中 于 为 3 阶 单位 阵 , 汪 为 4 的 转 置 . 
解 (1 
] 人 站 
] 1 
下-1= 
] 
站 
3 2 3 
omar|: ]8 中 | 
3 12 9 


(3)11(47 ~- 4 (47 -IT= 114 一 414 [= [4 12= 3 折 . 
262.( 高 数 二 ,1998 年 ) 设 (25 -CC 5:B)47= -1 其 中 居 是 4 阶 单位 
矩阵 ,4 是 4 阶 红 阵 4 的 转 置 乞 阵 ， 


下 12 0 1 
0 1 2 -3 Dll 2 0 
田 = = 
收 站 1 2 站 间 1 2 中 
站 站 履 } 问心 六 1 
解 已 知 (228-E 和 -139)47=- 两边 左 乘 5 得 (2C- 开 )47= 王 . 
1 ~ 1 站 
4 = (2C- 有 呈 ) 1= 人 
人 0 站 上 -2 
四 避 0 ] 


高 志 代 数 酌 秀 精 入 


] 必 0 站 
一 了 1 昌 0 

汪 史 二 人 1 0 
必 II -2 1 


263.1 高 数 四 ,1992 年 设 4, 呈 ,4+ 日 ,41+ 且 - 均 为 于 阶 可 道 和 阵 ， 
则 (4-1+ 百 -1)=( ] 
【A)4 -1+ 加 -1 《了 B)+ 呈 (Cdf4+ 号 )-1 吕 {D)f4+ 号 ) -1 
怎 《C)， 
解 ”直接 验算 法 . 因为 
4-1+ 且 -1[AC 二 百 }-1 吾 = (4-I+ 且 - Day 丰 - :号 ] 
=【 忆 + 再 -14) 人 (有 4 再 ) -1 再 =[ 呈 -以 呈 + 4 有 十 加) 一 1 有 
= 及 -1 有 = 旦 ， 
(41+ 有 =4(4+ 且 )- 百 . 故 选 f) 
264.[ 些 中 师范 大 学 ,1994 年 ) 设 下 -4-6B8=0 证明:4+3 瑟 .4- 
25 都 是 可 逆 矩 阵 ,并 将 它们 的 道 矩阵 表 为 4 的 寺 项 趟 . 
证 … 妈 - 下 -4 有 = 四 
42- 风 - 介 下 = -和 三 


{ 几 -41(4+3B) = 一 6 民 
由 全 知 4+3 瑟 可逆, 旦 
了 工 5 
{ 4443 下)-1= 一 一 下 和 直 本 加. 
由 全 式 还 可 得 
4 一 和 一 2 有 =4 互 ， 


【及 一 2 本 放 间 十 五) = 如， 二 
尘 侠 式 可 知 4 -2 号 可 道 , 且 
(4 2) -1= 二 十 + 开 吾 
265. 【高 数 一 ,2001 年 ) 设 矩 阵 4 ,满足 下 -4 -4 瑟 =0, 其 中 吾 是 单位 
年 阵 , 则 (4 - 吾 )-1= 


管 了 (4+2 盏 .因为 嫩 -4-4 忆 =0， 


由 二 六 一 28= 了 三， 
【由 +2 瑟 儿 放 -下 ) = 了 2 下， 


(4 加) 1= 本 (42 


高 等 代数 扬 解 精粹 


一 | 必 恬 
266.( 华 中 师范 大 学 ,1997 年 } | 1 -1 | 


| 
求 (4 十 也) 4 一 站 瑟 7 1. 


解 【和 贞 +25)( 4 一 44 百 ] -1=《【《 同 二 2 吾 )ff -了 2 瑟 入 胡 十 之 下 )] -1 
= (4 -28)-1! 
-3 0 的 5- -D 0 0 
-| 1] -3 | - 昌 - 一 全 | 
1 1 -3 -4 -3 -人 写 


100 站 1 1 
267. 【高 数 二 ,200] 年 ] ee 放 4 ] -| 必 | 


] 1 1 1 1 0 
矩阵 址 满足 484 + 8 = 418+ BE+ 玉 ,其 中 下 是 3 阶 单位 阵 , 求 三 . 


解 ” 由 已 知 等 式 可 得 
4TF(4- 品 ) - BE(4 一 且 ) = ， 
.【《4 一 品 ) 古 (一 吾 ) = 至 . 

由 于 4- 2 可 道 ， 


1 -1 -二 -03 
人 1 -| | 
0 0 1 
tl1 2 Frl 2 5 
-| 1 | -| | 中 | 
0D0 1 DDl 


268.1{ 华 中 师范 大 学 ,199%6 年 ) 忆 是 孝 域 ,4, 呈 ,有 人 丘 下 是 单位 
曙 , 百 45=4- 了 ,证 明 ， 

【1 fd4+ 五 )-1= 轧 - 呈 ; 

{2).48 = 噶 . 

证 (1 …(4+ 吕 )[ 瑟 一 再 )= 几 -45+ 下 -再 = 有 4-(4- 再) 二 玉 - 甩 = 三， 

(4+ 百 )-1= 玉 - 归 . 

{2)》 由 上 一 问题 得 

下 = ( 瑟 一 呈 六 4+ 吾 =《 4 一 一 丽 + 呈 = 要 - 别 + 玖 . 商 边 消去 吕 
得 4B8= 别 . 

269.( 南 数 三 ,高 数 四 ,200] 年 设 


高 警 代 数 蚌 名 精 樟 


Qi 应 2 刀 ]4 避 4 4 3 2 TI 

有 = 人 人 2 3 2 2] 
人 3 站 共 。 林 于 。 必 殉 3 
此 4] 眉 邮 | 他 44 但 员 但 妇 站 起 位 4] 
Da0n0n 1l ID0On00 

| 全 和 六 | 人 半 二 | 全 全 二 时 
in0O0 0 00D 1l 
列 吕 -={ 
《 矶 7 用 “1 PP 【ByP4-1P， 《CC) 疡 请 由 -1 【D]P:4-LPi 


管 ( 吕 ,和 呈 = 4 及, 而 疡 5= 下 ,Pr1= 户 
有 -1= PPi14-1= P 户 4-1, 故 选 fC). 


270. [高 数 一 ,2001 年 ] 已 知 3 阶 矩阵 4 与 3 维 向 量 *, 使 得 向 量 >， 


4 ,42r 线性 无 英 , 且 满足 4ax=34x -242x， 
(1U 记 P=fsd,4dx), 求 3 阶 算 阵 旦 ,使 4= PP-1i 
(2) 讨 算 行 列 式 14 + 吾 |， 
夫人 1) 由 让 = opP-1 ,可 矢 避 = 喇 . 


PP = 2) ddex dz)= (td4zr,34e -242r) 


QlL 02 他 3 
令 呈 = 1 站 2 有 5 


工 ] | 荆 


由 山 , 硬 , 动 可 得 
= 四 ET+ 有 dr Tedzz。 


Hz + 有 dz Ta4， 
34 -2242 二 oz 84x + edax， 
移 项 得 可 和 十 【二 -dx 二 5 一 日 ， 
@zs 十 有 4 +Yea -1)42x = 全 
oax Tb -3d+feg+2d2x = 各. 
由 于 x ,4 ,42x 线性 无 关 , 和 井 , 二 ,二 三 式 可 得 
本 | 三 症 ,5 = cy = 个， 
aa 二 中 ,=0,cz= 1， 
四 二 日, 8 二 03 二 一 了 


局 怠 


移 种 外 


[2714+ 瑟 |= JPBP-I+ 百 |=| 疡 |- 1 号 + 加 [| 是 


10 了 
= + 瑟 二 五 I|= |1 1 3| = -4- 
站 1 -1 


27i.( 甘 肃 大 学 1 证 明 : We 
诞 (4+ 了 if4 -4 4 TI+ 太 -49 

=(4+ 曙 4 [号 -~ (4 + 及- 4 

=《 旺 二 84- 并 瑟 -(d4-1+ 百 -14 

= 呈 ( 吾 -十 是 -并 县 【4 二 县 -和 

= 且 人 (有 -+ 站 一 有 = 有 = 五 . 

(4 有) = 
272.{ 南 京 大 学 } 设 归 =28, 百 = 村 -24+2, 求 瑟 -1. 
解 吾 = 如 -24+2 互 = 有 2244 下 

= 4 六 十 28 站 站 一 瑟 ) 
= 呈 


了 ， 了] 2 -1 上: 
转生 =2 可 4 人 4 和) = 吾 ,4 = 了 4 网 


仍 由 相 = 卫 ,和 + 有 有 = 10 挛 、 
【用 十 2 下 ) 半 (42- 2 十 4 殖 ) = 10 五 ， 


，【 册 十 2 王 ) 1 = 0( 笃 - 24 +4 瑟 ). ( 且 
再 由 和 = 2 和 -下 = 瑟 ， 

(4 一 再 人 42+A4+ 瑟 = 四 

(及 一) 硬 


将 巴 ,二 ,由 纺 统 代 人 人 中式 ,并 利用 4= 2 化 简 ， 
可 得 BT 机 (42+34 二 二 思 - 


273.1 厦 门 大 学 】 如 果 非 奇异 n 阶 方 阵 4 的 每 行 元 素 和 均 为 a, 试 证 
明 :4… 的 行 元 素 和 必 为 w 1 


证 由 人 很 设 有 
] 丁 
] 他 

4 :1=| :. |; 其 中 (ea 全) 心 
】 如 
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出 4 非 亲 异 ,从 而 4 可 道 , 用 4 在 生 中 式 两 端 得 
己 下 1 | 


在 1 1 ] 


-4 : | = | ,此 即 4-3 的 行 元 索 和 为 十 ， 
1 [二 
274.!{ 北 京 航空 航天 大学) 设 方 阵 4 ,4 = 0, 其 中 请 是 正 整 数 , 试 证 : 
4 的 送 阵 不 存在 . 
证 …47=0, 两 边 取 行 列 式 得 
1 =0…141=0, 即 4 不 可 着. 


2 人 0 
275 .1 请 华 大 学 } sh- 引 。 | 洒 o 
全 了 
200 
解 LIJ141= (二 吕 1 3 和 
2 4 
0 2 5 


1 和 站 
(2)4-1=|0 ~- 了 0 6 
站 4 -2 


《3) 4” = 141 吕 = - 
(44 = 


-4 0 改 
:oaa| 站 一 2 二 
0 -4 -1 


了 机 
216.{ 武 肖 科 技 太 学 ) 当 4= 2 5 有 时, 始 = 再 ,天 401. 

妇 工 

2 2 


解 …4 加 = 必 ， -42= 下 , 妤 41-4= 吾 . 
| | 
放 


高 葡 代 歼 题 坟 精 粹 


277. (清华 大 学 ) 设 4 为 主 对 角 线 为 零 的 4 阶 实 对 称 可 逆 矩 阵 , 吕 为 4 
阶 单位 阵 


信 人 
机 站 

,大 ， 
0 >0 > 咏 


也 全 忆 雹 
己 和 二 已 


0 | 
(1) 试 计算 忆 + 4 ,并 指出 4 中 元 蒜 业 吓 什么 条 件 时 ,名 + 4 为 可 逆 垂 


(2) 当 呈 + 4 可 逆 时 , 试 证 明 (E+ 41-14 为 对 称 折 阵 . 
解 (1) 设 


和 em 咎 全 三 ] 自 向 可 
站 人 人 1 

总 也 区。 人 , 则 中 + 4 嫩 = 8 加 
王仁 站 性 站 村 站 站 1 到 
ad au 4 站 站 站 js 


| 玫 + 4 = 二 -如 和 
有 好 当 1 - 妈 吉 xz0 时 ,下 + 4 为 可 道 矩 阵 ， 
《2 谋 + [4 加 门 -1=( 人 1 
直 于 本 =4,= 开 
[4 
= [CC4 + 有 ] -= 人 本 + 吾 ]-: 
= 【各 -1+ 号 )-1 
即 (4 + 五) 是 对 称 矩 阵 . 由 中 式 ,所 以 (有 + 4B) -14 是 对 称 矩 阵 . 
278.| 中 国 科技 大 学 }) 设 4 是 z 阶 方 阵 ,4+ 吾 可 道 ,下 
所 4i={ 瑟 -有 的 囊 干 则 ) 
试 证 明 ，; 
1 并 吾 + 诉 和][ 玉 + 由 ]=2; 
(2) 所 所 4 = 
证 (DR+ 筷 有 六 四 十 商 } 二 [+( 可 - 开 及 十 十 ) -1( 下 二 直 ) 


荆 具 十 上册 十 下 一 二 二 2 再 . 全 
(2)7LAC4)]=[ 瑟 -所 4) 开 瑟 + 所 4)] -1 区 
由 属 式 得 
LE+r 4)] 1 二 (BE+4) 图 
将 她 代 大 钝 得 


癌 葡 代数 题解 精 和 柱 


ALL4)]= [下 - (下 -4)(BE+4) -二 (BE+A4) 


= 六 [8B+4)-《 有 -4)]=4. 
279.( 自 编 ,严格 对 角 占 优 ) 设 4=(farlcE 环 “证 明 : 


(1 如 果 1ms1> 互 1a1 (= 1,2，) 出 
则 4 为 可 逆 阵 , 即 141:z0; 

(2 如 果 mr > 三 1azl0= 1 2 地 
则 141 > 0. 


证 (1 设 4= (etayen) ,其 中 心 为 4 的 列 向 基 ， 

用 反 证 法 , 若 4 床 可 道 , 则 ac, … ,mw 线性 相关 , 即 存在 一 组 不 全 为 
零 的 数 如 使 

后 1 牛 是 ai 二 了 7 寺 ar 一 蝇 。 全 

念 天 = maxzt1 呈 1 吕 1 下 卜 , 显 拖 天 >0, 不 站 设 帮 = 1 贞 1, 那 么 由 图 

有 
aa= (站 ]q 
特别 有 分 量 
mi (让 )m 


和 ji 
这 与 中 式 的 但 设 闻 盾 ,…141zx0, 即 4 可 着 . 
(2) 设 0< :1 用 4 作 新 行列 式 
BILL GIF ai 
天 
an Dit 


显 热 对 任意 E [0;.1] ,行列 式 号 [日 仍 议 是 中式 条 件 , 所 以 页 (站 尖 人 0. 

其 次 , 品 ( 门 展开 以 后 ,有 (中 是 寺 的 连续 郊 数 (… 是 多 项 式 ), 且 

Df0) = ea pa > 人 醒悟 (17= 41， 

用 反 证 法 , 若 141<0, 即 呈 if cm, 而 五 (0) > ,由 连续 函数 性 质 ,存在 
~- 点 旺 后 直人 使 且 ) = 由 这 与 上 面 品 关 0 十 盾 ,…141>0 

280.( 西 南 师 范 大 学 ) 4 为 实 n 级 矩阵 . 它 的 每 列 怡 有 丙 钻 非 零 元 素 
对 角 线 土 元 喜 大 于 1, 不 在 对 角 线 上 的 非 输 元 素 等 于 1, 试 问 4 是 咨 为 可 道 


高 普 代 数 帅 和解 精 简 


阵 ? 并 证 明之 . 

证 4 可 效 . 因为 4 严格 对 角 占 扰 ， 

28j.( 吉 林 工 业 友 学】 巨 知 m 阶 实 第 阵 4 的 每 行 恰 有 了 两 个 非 堆 元 煤 ， 
并 且 主 对 角 线 上 元 吉 全 大 于 1 ,而 不 在 主 对 角 线 尘 的 非 零 元 素 都 是 太 于 
小 于 ] 的 数 , 问 矩阵 4 是 将 非 奇异 ? 为 什么 ? 

答 4 是 非 奇 蜡 的 . 四 为 4 严格 对 占 虎 . 

282.( 东 北 师范 大 学 ) 设 介 方 隆 4 = (oa) ,满足 条 件 :四 =1T0= 1,2， 
Deri< Ti 证 明 4 有 地 给 阵 ， 

证 由 设 知 4 的 严格 对 角 占 优 矩 阵 ， 

-Elagl<(a-Dxmi=lclorl 4 可 递 . 

283.( 南 开 大 学 ) 设 4 ,4;, 旦 |,， 吨 ; 是 ma 阶 方 阵 ,其 中 上 : 是 可 道 
的 , 试 证 :存在 可 道 阵 疡 ,如 使 六 和 = 号 ,人 = 2) 

成 立 的 充 要 条 件 是 4 由 4 和 号 8 相 要 . 

证 ” 先 证 必要 性 由 于 PiQ= 下 ,0O= 上 

… 呈 BCP4OND-L4 1IP 1 = Pd 4 P-L 

峙 证 充分 狂 . 设 8 BrI= 了 并 -1044 人 2， 

有 = ZTE82) 中 

念 ZI1= 瑚 0= 44012585) , 则 P, 如 雹 为 可 效 阵 ,用 

Bi = 六 | 昌 ， 

Pd20=Z 144LZB) = B 

284. ( 渐 江 大 学 ) 求证 : 141=141+ PP 其 中 4 为 mn 阶 线 
阵 , 必 ,7 为 元 剂 向量 . 

证 设 4=(epjoxn 中 =ao) ws 人, , 风 
人 妇 十 由 人 


[由 + YY 1= 他 


Ga + 古人 24 和 故人 
这 时 ,将 中 式 右 映 拆 成 2" 个 = 阶 行列 式 之 和 .但 其 中 有 许多 行列 式 等 于 0 
(比如 有 两 列 都 取 wsf 时 ) 困 此 


在 上 各 1 了 如 1 Tia 


14+ PT 1 = + 二 


下 和 


高 等 代数 王 解 精 硒 


他 有 


GT 
= 141 【本 站 二 网 册 是， 二 二 
十 -4 
285.{ 吉 条 工业 大 学 ”吉林 大 学 ) 设 4, 呈 均 为 上 阶 方 阵 , 求 证 
【4B) ”= 号 " 4 

证 (1 当 1 嫩 1z0 时 ,这 时 141 关 0,1 呈 1z0, 由 公式 4 =1414-1, 训 
得 …(48) = 1 本 1(4) 51= 81B211414- = 呈 由 .结论 成 立 . 

(2) 当 14B1= 眉 时 ,考虑 矩阵 404 =4- 古 ,BA = 呈 - 生 ,由 于 4 和 
召 都 最多 只 有 有 限 个 特征 值 ,于 为 存在 无 礁 案 个 1 , 柄 

1 4(a) ie TEL) TD 由 
那么 由 上 面 (1 的 千 论 有 
(AAA = 旦 "人 1) (0) 局 
仿 54A) 下) ”=【《 丰 (Assay 
品 "(A 4 (A= 【BAJJasn， 
由 地 式 有 
及 人 = 本 CT = 2 苇 
由 于 有 无 穷 多 个 4 使 中 式 成 立 ,从 而 有 无 穷 多 个 4 使 二 式 成 立 , 但 万 (a)， 
ef 1) 都 是 多 项 式 , 从 而 岛 式 对 一 切 1 都 成 立 ， 特 别 令 4 =0, 这 时 有 

(45) ”= 【0 如 [07) ”= 呈 (04 (0 = 百 " 由 *， 

286.1 南 京 大 学 ) 设 乒 妇 为 1 的 复 系数 多 项 式 ,” 阶 复 矩 阵 4 的 特征 
根 都 不 是 扎 x*) 的 霍 点 . 试 证 :站 xz 为 满 秩 拒 阵 , 旦 乓 4 的 道 矩阵 可 表 为 4 
的 多 项 式 . 

证 设 站 z])= oar+ 加 由 + 国 ， 响 

册 设 4 的 ma 个 特征 根 为 1 ,4 所 忆 坝 4 的 呈 个 特征 契 为 光 和 
…, 上 FJ) ,由 假设 可 知 


[4)T= 成 ARA 抱 放 》 天 妖 四 
… 扎 ] 可 道 . 
1 上 辐 - 天 41= 14- 大 Am- 丰 )) 
= 和 + 和 和 公 ) 


其 中 各 = 1K4)1 天 0 由 凯 莱 定理 
[4) + 本 -ia 1+ + 贡 和 + 训 吾 = 
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… HK4i| -下 LAD] 1-…- 玫 下 = 囊 
[LAK4 让 -= -去 [4 34 …- 庆 
= Et4) 
即 几 4) 的 省 矩阵 可 表 为 4 的 多 项 式 E(4). 
$3 矩阵 的 秩 
【考点 综述 ]】 


好 1 


1. 秩 (1 设 4= (qi)uxu, 秩 4= 4 中 一 切 不 等 于 0 的 子 式 的 最 高 阶 ， 
(2)4=| : 上 其 中 必 为 4 的 行 向 量 , 则 锥 4 = 4 的 行 钦 . 


mn 
34 = (9 所 ,其 中 品 为 4 的 列 向 量 , 则 秩 4 = 4 的 列 秩 ， 
2. 乔 阵 的 运算 对 秩 的 影 只 . 
{T 秩 4= 秩 山 . 
(2) 秩 (局 ) = 秩 4. 技 中 上 为 非 淮 常数 . 
{3) 惫 4 三 秩 4， 
{40 秩 (4 土 吾 ) 三 和 铂 4+ 秩 有 电 . 
【34 证 4, 背 分 别 为 mx 下 与 放 x 业 阵 , 则 
和 匆 ( 要 ) 二 min| 秩 4. 秩 是,m mm,z5l， 
3. 初等 变换 不 改变 扰 阵 的 秩 . 
【经 典 题 解 】 
287.( 吉 林 大 学 } 若 矩 中 4- 迫 和 下- 尼 的 秩 分 别 为 p 和 1, 则 矩阵 
- 忆 的 秩 和 不 大 于 P+ 94, 其 中 王 是 单位 绩 . 
证 4B- 吕 =4f( 且 - 吾 ] 寺 由- 瑟 ， 
… 秩 { -五 ) 过 生 4 呈 -本 十 秩 [4- 瑟 》 
二 秩 ( 下 - 忆 ) + 先 (4- 瑟 ) = 六 +9， 
288. 证 明 ;: 秩 (4+ 呈 ?过 秩 4+ 秩 日 
证 法 1 用 广义 初等 变换 可 得 


al 


高 葡 代 数 王 许 畏 粹 


. 牧 [ 串 - 忽 [ | 


下 总 , 世 即 证 

秩 (4+ 8) 近 秩 4+ 秩 忆 ， 

证 法 2 设 4, 呈 和 "78 全 机 = (al 有 = (用 
其 中 为 4 的 列 向 其 ,有 为 召 的 型 向 基 . 

几 十 及 = (al+ 辣 二 局 

再 设 秩 4=r, 秩 喇 =4 设 ao 为 me 的 一 个 根 大 线性 无 英 
作 向 量 组 

(CIjei+,aa+ 应 an+ 愉 ， 

【 yanser 房 … 记 . 

那么 ! 工 ) 可 由 ( 开 ) 线 性 表 出 ， 

秩 (4 + 吾 )= 物 ( 工 ) 近 秩 (UI)sr+s= 秩 4+ 秩 电 ， 

289. [云南 大 学 假设 4, 昌都 是 nxnm 和 矩阵 ,4=0, 证 明 ， 
(1 秩 4+ 秩 喇 和 ai 

(全 对 给 定 矩阵 4 ,必定 存在 矩阵 召 ,使 秩 4+ 秩 中 = 大 
其 中 上 满足 毯 4 之 大 之 mn. 


证 (证 法 | 构造 分 坪 阵 | 。 ，] ,那么 


居 辣 晤 | 本 oj-[。 0 由 = ] 


局 政 0 下 
匆 | 0 1- 起。 中 =- 出 
召 下 
但 秩 | | > 铁 4+ 秩 四 
出 二 ,你 即 证 2 和 铁 4+ 秩 旦 . 
证 法 2 设 秩 4 = r, 和 造 齐 次 线性 方程 组 4xz = 0. 二 
并 说 二 的 解 空间 为 育 , 基 和 要 = -六 
局 


和 隐 呈 = 牧 | 启 ，: 吕 |s 直 mn 有 =m-r=i 秩 4 
移 项 后 即 证 秩 4+ 秩 旦 二 nm， 
(2) 设 秩 4 = r, 由 卸 阵 的 等 价 标准 形 知 .存在 na 阶 可 道 阵 严 , 必 ,使 


高 普 代 数 题 解 精 和 粹 


mao=[ | 师 4= PP- 下 | @ 
对 r 过 天 之 ,全 呈 阶 矩 阵 品 如下， 


收 
-| 扣 -> | 吕 -1 
娘 


则 特 4+ 秩 吾 =r+(k-r)y = 上 二， 


注 : 本 题 !1) 还 可 推广 为 4, 如 分 别 为 中 xnnaxz 甜 阵 , 且 48=0, 则 秩 


4+ 答 了 二 am, 读 青 可 用 证 靶 2, 证 明之 . 
290.( 高 数 四 ,19592 年 ] 设 线性 方程 组 
3 二 242 一 2Y3 二 门 ， 
人 -era 
了 341 十 3 -33 一 站 。 
的 系数 年 阵 为 4 ,3 阶 矩 阵 有 zx0, 且 4 =0, 试 求 4 的 值 . 
解 由 第 289(1) 题 知 ， 
… 秩 4+ 牧 中 二 3. 
而 号 闪 0, 秩 日 忆 i ,由 由 式 知 秩 4 二 2 141=0, 即 
] 了 一 字 
2 -| 入 
3 ] -1 


=S4-11=0…a4=|]， 


291.( 武 汉 理 工大 学 ) 设 4 的 秩 汶 的 可 xz 给 阵 [(m> 门 , 旦 是 rxs 


描 阵 ,证 明 : 
(1 存在 非 奇异 矩阵 为 P, 后 内 的 后 由 - r 行 全 为 0 
(2) 秩 48 = 秩 昌 . 
证 《… 秩 4= r,… 存 在 吕 阶 可 着 阵 记 和 r 阶 可 逆 阵 好 使 
忆 已 必 - 
二 。 本 汉 业 : 
Pipe-[y] mc[2| ec[2 
其 中 0- :为 了 防 方 阵 . 即 证 . 
-1 
(2) 秩 (48) = 秩 [PU8) = 获 [ 和 ]= 柳 @-I8= 穆 昌 


252. (江西 文学 j 设 4, 刁 秀 别 为 xn 与 xm 矩阵 ， 
册 秩 4+ 入 百 -ms 秩 4. 


人 
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由 加 式 知 
竹中] - 秩 [ ，”。，] = 多 马 + 秩 (- 人) 

=a+ 稚 4 雪 
但 区 [ ，，] >= 秩 4+ 秩 有 @ 


+ 和 芍 (45) 泣 秩 4+ 秩 卫 . 

秩 上 5 关 窟 4+ 秩 虽 -n， 

注 : 失 数 中 称 中 式 为 Soerierf 蔷 尔 塌 斯 特 ) 公 式 . 

293.[ 中 国 科技 大 学, 课 门 大 学 ) 设 4,58.C 是 任意 3 个 矩阵 ,乘积 
48C 有 意义 ,证 明 : 

稚 (4BC)s 黎 46+ 蕉 BC- 秩 呈 ， 

证 设 召 是 nxm 生 阵 , 秩 昌 = 那么 存在 防 可 北 阵 严 , 间 阶 可 闭 阵 
妃 , 使 


]o @ 
把 P,@ 适 当 分 次 P= [US],0=[ ] 由 G 式 有 


8=0, 引 [> 并 | 了 | = ji 


… 秩 (4BC)= 秩 4RCs 牧 (4H)+ 秩 (ANC) 
3 和 铁 (4MHVI+ 秩 (HOC)I -~- 秩 昌 
= 黎 (4B)+ 特 (BC - 秩 呈 . 
注 :本题 的 公式 也 称 三 obeuas( 人 境 罗 般 尼 斯 ) 公 式 . 
1 2 3 
294. [高 数 一 ,高 数 二 ,1993 年 ) 已 知 e-|: 细 am 
3 6 9 
阵 , 且 满足 PO = , 峙 
【Ai = 扣 时 ,PP 的 秩 必 为 1 【B)r= 扣 时 , 严 的 秩 必 为 2 
{CFEF6 时 ,PP 的 秩 必 为 ] (Drz6 孚 , 严 的 秩 必 为 2 
答 :(O. px 时 , 秩 如 =2， 但 上 =0… 秩 忆 + 秩 站 二 3.… 秩 呈 二 


扯 闫 zx0, 秩 忆 z,… 秩 忆 =1, 故 选 fC)， 
295. [起 沈 太 学 ,1997 年] 盘 4 是 mxpn 失 阵 ,这 里 a 是 正 整 数 . 
证 明 : 岂 的 秩 等 于 1 的 充 要 条 位 是 有 不 全 为 零 的 具 个 数 ， 让 11 1 他 十 


高 壮 代 数 晤 解 精 入 


全 为 零 的 m 个 数 记 ，, 记 使 


ji tb 
二 6g2 轴 ab 四 
pb 
证 ” 先 证 充分 性 设 4 为 中式 所 给 ,其 中 cm 不 全 为 堆 ,证 …， 
如 不 全 为 专 , 令 
如 = (go = 击 地 式 知 
4 = 2 
那么 秩 4< 秩 哩 =1. 世 
其 次 , 设 相关 0: 碳 关 0, 那 各 oa 而 关 0 
和 黎 放 世 工 . 二 
由 你 ,二 得 证 秩 4 = 1. 


再 证 必要 性 , 设 秩 4= 1, 令 4= (aom) 设 闫 为 ma 的 极 关 线 
性 无 闫 组 ,那么 厅 设 

下 

| : : : 世 

有 

其 中 人 二 Gy 天 站 

那么 在 多 式 中 训 = 丰 号 = 本 所 以 直 ， 志 不 
全 为 零 , 即 证 等 式 


丰 1 直 1 机 
“| : : | 


GD 
296. (高 数 一 , 商 数 二 ,1996 年 ) 设 4 是 4x3, 旦 4 的 秩 r0dy=2, 而 


1 0 3 
5 2 0 | ri 8) = 
-10 3 

答 :2.…181= 10z0, 旦 是 下 道 阵 ，…rf4B) = rd = 2. 
1 2 -2: 
297.( 高 数 一 ,t997 年 ) si f 3 | swseama 
3 -1 
46=0. 则 := 
管 : -3. 天 为 4 -=0,… 穆 4+ 特 刁 =3, 和 而 秩 瑟 .和 匆 4<2 141=0， 


高 导 代 数 果 解 精 和 昼 


即 
] 2 -2 

0=1i4lI=134 :| -es 
3 -1 1] 


298,{ 华 中 师范 大 学 ,1999 年 ) 谍 忆 是 数 域 ,4E 严 *m, 且 和 于 < 人 
Pr 天 < 并 且 秩 中 = 4C+50=0, 证 明 ， 


陵 | “] = ,的 充 要 条 件 是 秩 C= 
证 先 证 完 分 性 , 设 秩 C= 4 [ ] cpmv2x- 针 [“] < 又 


[9mce- 3- 


绸 证 必要 性 ,用 反 证 法 , 苦 秩 和 < 上， 二 
作 齐 次 线性 方程 组 必 = 由 区 
由 全 知 方 程 绍 四 有 非 霍 解 mo, 即 ar 关 0, 而 必 v = 小 . 二 
再 作 齐 次 线性 方程 组 | “] ==0 轩 
[ 存 0 
“ 穆 [ = ，… 方程 组 只 有 学 解 ,从 而 有 zx [ -] 才 = | , 妈 om 
关 站 . 地 
区 作 齐 次 线性 方程 组 了 = 起 
和 呈 = 方 积 组 四 公有 堆 解 ,但 
0=0x=(04C+ DJxo= dCro+ Br 了 (Duo 
由 地 师 六 0z 关 0, 目 为 方程 组 辐 的 和解 , 巴 盾 .… 秩 习 = 上 
299. (高 数 三 ,1998 年 ] 设 an3) 阶 矩阵 . 
1 下 人 
加 ] 和 
几 三 
全 
若 给 阵 4 的 秩 为 am- 上 , 则 e 必 为 ) 
国治 人 
(上 1] (和 (OO-1  (D- 一 ; 


管 :(Bi .因为 秩 4=a- 1,…141=0 而 141=11 -as fi+rtn- Tia] 


高 警 代 数 是 解 精 四 


但 当 e=1 时 ,和 铁 和 =12 -1， -as=TL, 故 选 ( 有 ) 
300.【 高 数 三 ,高 数 四 ,2001 年 设 窍 阵 


上 直上 1 1 
1 1 
和 且 ‖ 本 汪汪 汉 
1 1 3] 上 直 
秩 4=3, 册 #=  . 
营 : -3.， 因为 秩 4=3,…141=0, 但 141= (上 -313(+3)=0. 
=1 或 上 = -3 但 当 上 =1 时 . 秩 4=]1z3.… 和 = 3. 


301.【 高 数 二 ,1997 年 ) 已 知 向 是 组 ay = (1,2,， -1,1),as = (2,0,5,0) ， 
ay= 0, - 4,5, -了 2) 和 的 秩 为 2. 则 = 
i 2 人 
答 : 3. 4 0 1! | 天- 4 的- 可 3 
站 -4 5 -3 
子 式 都 等 于 10. 
1 2 -1 
20 1 
0 -4 5 

302. [高 数 四 ,1994 年 ] 设 4,B3 都 是 =* 阶 非 零 矩 阵 ,是 4 =0, 别 4 和 
日 的 物 (  ) 

【AI) 必 有 一 个 等 于 昌 《B) 都 小 于 

【一 个 小 于 am ,一 个 等 于 mn (D) 都 等 于 nm 

管 :(B),…A4B=0.… 秩 4+ 秩 号 un 

天 站 ,县 关 0 和 秩 上], 秩 是 二 | 

1 过 秩 4<n 二 秩 呈 <na. 故 选 [B). 

303.1 高 数 四 ,1993 年 ) 设 4 是 mxr 矩 阵 ,有 是 axm 上 矩阵 ,中 是 ， 阶 
单位 阵 ( 严 > m), 已 知 烈 = 加 , 武 判断 4 的 列 向 量 组 是 否 线 性 无 关 ? 为 什 
双 ? 

解 秩 43 牧 (8B4)= 笠 恩 = 六 . 

另 一 方面 ,4 是 号 xm 矩阵，-… 秩 4 二 n. 

… 和 匠 4= 即 4 的 列 向 量 组 线性 无 关 ， 

304.{ 高 数 四 ,1995 年 ) 设 矩阵 4 ,的 秩 R4) = 产 <ma, 上 为 由 芥 单 
亿 牌 阵 ,下 述 结论 正 确 的 是 ! 1 

【Ai4d 的 任 章 mm 个 列 摧 量 必 线 性 无 关 ， 


区 


上 = =4t- ]2. …= 了， 


高 葡 代 数 贿 解 精 征 


(B)4 的 任 兽 呈 阶 子 式 不 等 于 霍 . 

{C)4 通过 初等 行 变 搞 必 可 化 为 [所 ,四 的 形状 . 

{D) 非 齐 次 强 性 方程 组 4 = 上 一 定 有 无 穿 委 组 解 . 

管 :(D). 

解 ; 设 心 =5 的 增 广 托 阵 为 4= [4 让 ,… 秩 4= 下 ,而 十 为 呈 xfa+]) 
窍 阵 . 

… 牧 4=m … 黎 4= 容 4=m<n dr= 训 有 无 穷 多 组 解 ， 

305.!{ 吉 林 大 学 ) 证 明 : 秩 (43) + 秩 (4) 关 2 秩 (42)， 

证 由 P54 第 293 题 可 得 

秩 (43) = 和 ( dd) 汪 秩 (4 + 秩 (42)- 秩 几 ， 

移 项 后 即 证 . 

306.【 北 京 太 学 设 4=(m) ,为 mxa 实 系数 矩阵 ,已 知 ma>0,fi= 


1 中 
证 明 : 秩 4= 旦 ~ 1. 
证 ”把 所 有 各 列 都 加 到 第 一 列 上 去 ,并 注意 到 侣 式 ,那么 141= 0， 
… 秩 4 一 nm.-1， 
其 次 .考虑 ai 的 代数 余子 式 
22 aa 
几 11 三 


2 

所 以 在 行列 式 久 中 汶 足 

| ai >1ezi+1aal+ e+-I+1G i++1anl (= 2 
有 

即 主 对 角 严 格 占 优 -4 0, 即 秩 4m -1 

… 枫 4=m-1， 

307.{ 吉 林 大 学 } 对 任意 方 阵 4, 必 存在 正 攻 数 请, 舍得 矩阵 4 之 秩 
要 于 拖 阵 加 的 秩 . 

证 秩 4 产 秩 下 秩 于 二 位 秩 (44)3… 

和 削 秩 4 是 有 限 数 , 上 面 不 等 式 不 可 能 无 限 不 等 下 去 , 却 存 在 正确 数 坦 ， 
伍 秩 4 = 秩 LT 

308.( 中 国 科 技 太 学 } 设 4 ,4 机 是 大 个 实 对 称 方 阵 ,] 二 天 过 na 而 


高 癌 代 数据 和解 精粹 


且 4+ 本 +…+ 刺 = 下 .证 明 : 下 述 二 条 件 等 价 : 
(1 4 ,4 机 都 是 需 等 方 阵 . 
t2) 秩 4i+ 匆 42+…+ 秩 水 = 


证 ( 志 一 (2 由 于 下 = 出 (= 1 2 有 …… 穆 二 = 24 


3 
- 守 特 = 立 mh = (24) = tr 克 = Pa 
《alsof]) 投 和 多 4i= mi= 1 2 下) 
再 念 号 =4I+-……+ 凡 -+ 而 .14+ pp 二， 
由 于 4; 是 实 对 称 阵 ,… 存 在 正 变 阵 了 ,使 


AI1 
页 
几 = 上 罗 
站 
旭 
4 
Ar 
| 从 
有 
4 
4 
= 三 + 轴 ; 
全 
性 
其 中 厂 | = 四 了， 


吾 用 了 左 生 ,7 了 右 对 四 式 两 按 


高 帮 代 肯 现 解 精 入 
4 


十 曙 | = 上下- 


工 - 4 


… 钦 严 = 悉 让 当下 一 是 


另 一 方面 秩 吕 = 竺 人 (44 机 1 二 4 二) 
宪 芍 41+…+ 秩 让 + 秩 册 + + 和 陵 本 


… 秩 中 = 秩 晤 =- 
宇多 二 式 得 1-A= = JE=0pA=…=A 人 二 1 
将 它们 代 人 号 式 得 . 
1 
败 : = g 到 
人 
本 | 


由 “的 往 意 斩 , 即 证 4; 都 是 朝 等 阵 . 
309 .1 清华 大 学 } 4 4 都 是 阶 矩阵 , 442…4。=0. 
证 明 :这 pP 个 算 阵 之 秩 之 和 盖 1p - 1)n， 
证 由 本 节 Seester 公式 P 引 第 293 题 得 
0 = 竺 (4142 由) 芝 秩 4+ 秩 (4 页) -8 
兰 秩 4 + 笠 42z+ 秩 (MA3 AD) = 2 
关 … 学 秩 4+ 秩 4+…+ 积 册 -(pP-1l)n 
和 稚 (40+ + 和 村 (4) 荆 (P- 1 


南 尊 代数 更 和 圭 精 入 


310.{ 湖 北大 学 ,2000 年 填空 

1) 线性 方程 组 必 = 占有 解 的 充分 必要 条 件 是 

(2 若 4 是 产 xm 和 矩 了 用 , 秩 4=r, 秩 忆 =s;4= 帆 则 nr,s 的 关系 是 
到 设 羔 维 向 量 w ,aa ya 由 疝 量 组 记 , 启 ,…, 及 线性 表示 , 则 <， 
aa 一 定 


(4) 秩 4=”, 则 4 的 所 有 r+2 级 子 式 = . 丙 4 的 所 有 rr 级 子 式 


(5) 令 4= 叶 ， ，] @.P，@ 为 可 地 阵 , 则 4 的 广义 着 必 是 形式 为 


46 两 个 请 银 方 阵 4 与 召 是 合同 的 , 则 吾 = 

(7 设 同人 岂 是 存 的 子 空间 , 锥 由 = 维 户 = 严 , 维 ( 人 站 及 )= 交 -1, 则 
维 (P+ my)= 

(8) 在 空间 P[ xj 中 ,线性 变换 DAsx)) = 了 (xz), 则 的 特征 值 是 

, 怪 的 核 是 

答 :(1) 秩 4= 秩 (4 ,的 ). 

【27r + 3 二 开 ， 

{3) 线 性 相关 ， 站 ! 3 … 可 由 有 ,月 6 线性 表 出 ,所 以 秩 [ap， 
ai 过 秩 1 记 ,, 房 | = 作 . 

此 如 al ,… ,em 线性 相关 ， 

[430; 至 少 有 一 个 不 为 癌 . 


(5)0 属 ee 令 c=0- PP- 那么 


-ee 


有 10T[ 殖 了 1 有 呈 站 下 
鸭 加 oo 0 je 
(6)7 4, 其 中 了 为 上 级 可 逆 阵 . 
(2 严 +] 因为 维 ( 册 + 鸣 )= 继 册 + 维 有 岂 - 维 信和 丰 矶 
=2 一 (上 -起 = 殉 十 ]， 
[8 全 为 日 ; 忆 
到 P[x1。 的 一 组 基因 1,z，, 和 -1 


高 葡 代 数 题 箱 精 粹 


010. 0 
日 站 二 0 
二 
0 .00 | 
口 站 站， 0 
… 卫 的 特征 值 全 为 0 
吕 -!《0) = 因为 常数 的 导数 等 于 0， 
311.{ 浙 江 大 学 ) 设 


1 0 ] ~1 人 小 ~ 了 2 昭光 
骨 = 加 |, 吾 =| 一 1 2 0 | 1] | 
外 -1 二 0 了 3 0 1 


之 

0 
D 1 0 
o|， 和 
D D > 


问 :B,C,E 要 说 明理 由 ) 

(1T) 哇 些 与 4 等 价 ; 

2) 哪些 与 4 合同 ; 

(3 哪些 与 4 相似 ， 

解 :(1 两 个 矩阵 等 价 的 充 要 条 件 是 秩 相等 . 秩 4=3= 秩 呈 = 秩 习 = 秩 


,CC, 靖 的 与 二 等 价 . 
(21f 1 两 个 复 对 称 阵 合同 (在 复数 范围 ) 的 充 坦 条 件 也 是 秩 相等 ,因而 


从 复 售 同 的 意义 上 说 ,BC 吕 与 4 合 阿 . 


等 . 


(ii 两 实 对 称 阵 合同 的 充 要 条 伞 是 正 惯性 指数 与 负 愉 性 指数 分 别 相 


由 的 正 慨 性 指数 = 2,4 的 负 惯 性 指数 =1 
|- 有 [= 人 33 
34+445 ， 3-45 

， 由 和 


几 1 = 全 ,3 一 


2 
… 五 的 正 惯性 指数 =3, 呈 的 负 惯 性 指数 = 必 
吾 与 由 不 音 同 . 
C 的 正 民 性 指数 =2,5 的 负 眉 性 指数 = 上 
.与 4 合同 . 


1 45- 了 LI=( 人 人 -2102 一 1) Ai=2:Mz1iuae= -] 


高 苞 代 煞 肾 解 畏 粹 


六 的 正 惯性 指数 = 2, 呈 的 负 情 性 指数 = 1. 

了 与 二 也 合同 ， 

综 上 知 在 实数 范围 内 ,C .与 4 合同 ,3 与 4 不 合同 . 

3) 两 个 实 对 称 阵 相似 的 充 要 条 件 具 有 相同 的 特征 值 ,因此 只 有 六 与 4 
相 伺 ,BC 都 不 与 4 相信. 

注 :要 注 毅 两 个 一 般 和 矩阵 , 若 特 征 值 相 拉 ,不 一 定 相似 , 比 如 4 = 


但 如 果 是 实 对 称 阵 , 若 特 钼 值 相 同一 定 相似 ,比如 4 和 号 是 两 个 实 对 
称 阵 ,它们 具有 相同 的 特征 值 4 ，……, 心 ,可 证 4 -~ 有 .因为 存在 两 个 还 变 阵 
使 


41 
| 党、 | -sm 
hs 
4 此 即 { 太 玉生 4 及 1) = 有 呈 .…4- 旦 
4 分 块 阵 
【考点 综述 】 


1. 矩 中 分 去 【1 和 拭 阵 分 鼠 趟 是 唯一 的 , 它 要 根据 问 艇 的 不 同情 况 进 
行 不 同 的 分 块 . 
(2 最 常用 的 有 4 种 分 块 市 法 : 设 4 ，， 
《 ft) 列 向 量 分 法 , 即 4 = (aa 其 中 心 为 4 的 列 向 量 ， 
启 
(上 和 行 启 量 分 法 , 即 4 | : jz 玉 为 4 的 行 向 量 . 
号 
《证 ) 分 两 块 , 即 4= (4 da) ,其 中 省 ,机 分别 为 4 的 各 若干 列 作 成 .或 


四 
有 | 中 ,其 中 下，B， 分 别 为 4 的 若干 行 作 皮 . 
了 


在， 丰 
(iv) 分 四 雹 , 嘟 4= | 7 | 
3 十 


2. 分 块 阵 的 三 义 初 等 车 换 . 广 尽 初 等 阵 
( 1) 变换 分 块 阵 的 商行 (或 列 ); 


高 等 代 区 题 诗 铺 入 


(ii 用 一 可 逆 阵 乘 分 块 阵 的 基 一 行 (或 列 ); 
【于 ) 用 某 一 拖 阵 乘 某 一 行 (或 列 ) 吉 到 另 一 行 (或 列 } 上 去 ， 
[2 广义 初等 阵 分 三 类 


CD 人 人 


CD(。 交 阅 ,其 中 了 ,6 均 为 可 道 阵 ; 


人 
瑟 身 吾 
3) 用 广 文 初等 阵 左 (或 右 ) 乘 某 一 分 块 矩阵 ,相当 于 对 此 矩阵 作 一 次 广 
义 行 (或 列 ) 才 等 变换 . 
(4 对 矩阵 4 作 若 干 广义 初等 变 失 ,其 秩 不 变 ， 
(5) 对 矩阵 4 只 作 第 ( 让) 种 广义 二 等 变换 ,其 行列 式 值 不 变 . 
3. 分 块 阵 求 逆 的 方法 ， 


4 
mexcm | 本 | 各 册 均 为 可 道 阵 人 = 1;2,，…… 瑟 ) 
用 


站 


4 -1 4 4 1 
则 4- ' = | ， ] …， | 
省 寺 。 4 由 1 
(2) 诈 广 六 官 等 变换 法 . 
(3) 用 解 方 程 组 法 ， 
4. 分 抉 阵 的 秩 . 
4 
和 4 
( 1) 秩 . = 秩 4i+ 秩 4+…+ 秩 4 
4 
上 站 全 峰 
特别 秩 [ 。 “= 铁 ( 。，“] = 获 4+ 获 8 
则 四 三 
各 | 站 = 本 人 12 
出 1 
(G3) 猴 (人 = 秩 A+ 秩 有 


部 葡 代 妆 是 久 畏 炉 


【经 典 题 解 ] 
312.( 起 汉 大 学 } 久 
页 [下 [ 
了 8= 二 0， 
ACE 
试 证 : 几 与 六 要 霖 可 交换 的 矩阵 必 为 且 仅 为 
1: 
得 三 C 
心 


的 形状 ,再 证 明 ; 当 两 个 实 对 称 阵 4 ,日 可 交换 时 , 必 可 找到 同一 个 正 交 阵 
08, 使 O- 40 和 Q- 80 同时 为 对 角 阵 -. 
8 书 2 


Bo Bo -…… 
,其中 五 与 百人 = 2 


me 


证 (1 设 天 = 


2 2 
是 同 阶 方 阵 ,那么 由 5 = 和 古 , 可 得 
Ai 1 中 
当 让 了 时 ,由 全 式 有 (ii - 力 ) 5 =0 办- 略 
区 =0 《ii 户 有 =12， 用 包 
将 四 式 代 人 不 ， 


品 
册 证 . 
(2 由 于 4 是 n 阶 实 对 称 阵 ,从 而 存在 正 交 阵 7 ,使 
加， 
7T 47 = 2 
人 
又 困 为 外 > 砚 , 所 以 (147 人 TB8)=( 和 8 国 


商 敬 代 丈 期 解 精 畔 


由 上 面 一 问 ,及 十 式 , 可 知 TB 只 赣 为 下 面 蕉 对 角 阵 形状 ， 
多 
TT1B7; = 2 二 
起 
由 于 呈 是 实 对 称 阵 ,以 及 辐 式 ,可 得 及 (1= 1.2.…, 上 都 有 是 实 对 称 阵 ， 
对 每 个 态 , 都 存在 正 交 阵 总, 使 员 ; 本 下 为 对 角 阵 ， 


局 
再 令 m-| , 则 宛 是 正 交 阵 , 且 
。 四 
呈 ; | 
开 2 T = 瑟 地 
挛 刁 
为 对 角 阵 ,由 轧 , 电 两 式 知 
ai 
sam| 2 (让 


G 
为 对 角 阵 , 令 录 = 亿 玉 ,由 巡 为 正 交 阵 ,由 声 式 知 
好 1 
050= 


Qn 
为 对 角 阵 
看 4 


上 


也 是 对 角 了 上阵. 
313.! 清 华 大 学 ,华中 师范 文学 ,1995 年 ) 设 4, 且 是 阶 方 阵 , 苦 4+ 


8 与 4 - 8 可 道 , 试 证 明 :| 5 ，] 可 道 ,并 求 其 着 阵 


证 信号 = ,由 候 度 知 14+ 了 iD0,14 - 天 0. 那 么 


mm 


几 二 一 且 凡 上 + 加 | 


吾 用 局 + 用 丰 由- 旦 
= 14+ 呈 1: 14 -着 | 人 0, 即 太 可逆. 


再 4 0-| 
m 


4 呈 ]『 呈 刁 下 泊 

区 县 首 | =[。 6 可 得 
4Di + BDy = 下， 
BDi + 4Di =0， 
4 + BDI = 中 
BDa + 4 = 呈 ， 
由 中 + 办 和 中 - 多 可 解 得 
太 + 有 =(4+ 呈 )-1， 过 
闸 ~- 志 =(d4- 吨 ) 1， 全 
由 名 ,他 解 得 

态 = 二 [(4+ 有 8) -1+(4- 甩 中， 


网 
六 ,由 姜 呈 -= 加, 即 


由 息 马 日 


六 = 六 [Ca+ 呈 ) -1 《4 _ 下)- 吕 ， 


类 做 由 二 , 电 可 解 得 

已: = 呈 ， 曙 = 片 ] 

[4 刚 | 医 汪 上 《 几 十 脏 ) 14+ 4- 豆 ) | 
444)-14+ 人 4- 呈 )- 


3H.( 武 汉 大 学 } 设 4, 吾 ,居间 都 是 a 阶 方 阵 ,并 且 妇 = 他 , 试 证 明 ， 


[” 可 = 1 45…t1. 


证 :(D 消 4 可 逆 时 ， 


2 01[4 8 [4 日 
3 ， 让. 人 呈 


全 式 两 边 取 行列 式 得 
凡 大 


DG 
上 


高 葡 代 歼 题 棍 畏 种 


= 14( 态 -全 -1 有 1 = 114 站- 44 下 | 
= 140D- Cd4-181=140D- 国 1. 
(2) 当 4 不 可 道 时 ,( 即 141 = 0). 由 于 4 至 放 有 = 个 不 人 朵 特征 值 ,从 而 
存在 , 恒 1f - 1 下 -下 天 用 , 即 有 可 瑟 +41 关 0 那么 由 4 = 倍 
(4+iEJIC=Ret4+iE) .再 由 上 面 (1)} 有 
4+iE 召 
人 石 
已 式 两 凋 都 是 关于 的 有 限 次 过 项 式 , 由 于 有 无 穷 欠 个 4 司 上 式 成 
立 ,从 而 外 式 是 的 恒等式 .再 令 1=0 代 人 国 得 


生男 
| -ee- ez 
t 有 


315.{ 中 国 科技 大 学 } 设 有 分 挟 阵 | ” “] ,其 中 4, 忆 可 赣 , 证 明 : 


| -saa)p- cal 你 


中 | 引 - 2D -1614| 
CC 六” 
(af4- DCJ-t=4-1-4-18f24-1- 呈 -104-1. 


， -有 志 加 4-5 有 00 0 
严 :Ca 忆 | [。 间 C 咱 ， 
两 边 取 行 列 式 , 即 证 


| 引 = DCHDI 
人 五 | 


(2)74- BDICI[4 -1 -ISO -DIGG 

= 于 -有 [全 -有 -11 
中 4 全 

DT 

= 和 -人 (全 -有 -4 

= 了 -Cd -1 臣 ) 

将 馈 代 人 四 ,部 证 

04- 且 -0C)[4 -人 = 

14- -1=471I- 二 1- 

316.{ 南 京 大 学) 如 果 拟 高 三 角 阵 !( 或 称 标准 上 三 角 眶 ) 

4 和 


6 用 


高 葡 代 数 题 坤 精粹 


中 ,各 对 和 角 线 子 块 4 可 道人 = 1,2,…,9), 则 证 可 道 , 并 且 4 也 是 氢 高 三 


第 阵 . 
证 :…141= Lil:142i141 关 04 可 六 . 今 
2 2 
和 Zr tp 2 


2 2 
其 中 瑟 与 二 为 同 阶 方 阵 {1= 1,2，…-，s), 那 么 ,由 4-14= 瑟 ,可 得 
1 
4 =DE=2e OOCi2， 
类 似 可 证 
忆 = 4 人 3 
2=0 (>hi=1)2 2)， 
这 样 得 


0 用 -1 
即 4 也 是 氢 高 三 角 阵 ， 
317.1! 华 中 师范 大 学 ,1994 年 设 4, 昌 都 是 a 防 方 阵 , 瑟 是 a 院 单 位 


(1 证 肯 :1 下 -= 由 1 = 的 充 要 条 件 是 1 下 - 咖 1=0; 
(2) 若 后- 辐 可 道 , 且 C=( 有 -全 1) 1 求 (下 - 唤 ) 


|， 二 = 


两 边 取 行列 式 得 

1 o 
本 
两 边 取 行 列 式 得 

下 攻 

攻 介 -1 -Bi 外 


高 敬 代 教 是 秀 精 梓 


由 全 二 两 式 得 
1 有 - 4 1 且 - 到 上 翅 

由 僵 可 知 1 且 - 4 司 1=0csl 瑟 -让 | = 人 0 
27 人 ( 吾 - 4B)= ( 旦 -加 15C= 五 . 
DCT+ 瑟 = dB+ 瑟 ， 
【已 -54 届 + BC = 王 -++TERCA 

一 瑟 + BC4- 喇 ( 呈 + 4DC)NA 

=+ BC4 -BCd= 五. 
-2471= 瑟 +BC4= 瑟 + 呈 ( 晤 -4405) 14. 
318.! 南 数 三 , 南 数 四 ,1997 年 ] 设 站 为 吕 阶 非 坷 异 矩 阵 ,= 为 二 维 列 

向 量 ,5 为 常数 ,记分 块 阵 


| 人 ,2=[ 中 ， 


其 中 4 "为 4 的 伴随 矩阵 ,为 an 阶 单位 乍 阵 ， 


{1)7 计 算 并 化 简 Po 
《2 证 明 : 吕 可 道 的 充分 必要 条 件 是 c 吧 -1z 天 二 
| 此 

角 加 | 册 
4 
因此 心 可 改写 为 

圾 呈 
me=| RE 全 
《2 由 上 而 网 式 得 
[ 产 1 和 1= 4141 1 人 一 ee = 1 后- 二 


141x0,1PI= 141, 由 斧 式 得 
=1dI 人 -ad-ieyh. 
妇 可 道人 天 0 天 人 31 


319.{ 武 汉 大 学 ,1999 年 】 已 知 分 所 形 和 阵 W = [ ~” ”| 可 间 , 其 中 6 


为 Pxp 后 .为 9xg 求 证 : 吾 与 乒 都 可 道 ,并 求 于 -1 
证 《0 天 1 村 | =T -1 后 1 在 | CC1， 
1 有 1 FDCIz0, 邑 证 晴 ,f 都 本道 . 


2 忆 2 
(2) 解 法 1 人 Mr | | ,其中 瑟 为 9xy 块 , 轧 为 pxp 块 


2 4 


商 葡 代 数 题 解 精 入 


那么 由 18f -1 = 五 ,可 得 
4 + BZ;= 克 ， 
422 4 224 =0， 
CZz; =0， 
CZ: = 天 
可 道 ,由 全 ,二 解 得 Z =0,. 2 = 6, 将 它们 代入 四, 因 又 时 可 道 ， 
可 解 得 Ba = 有 12 = -了 -4C-L 
0 丰 1 ] 
五 -1 -再 -tdC-i 
解法 2 用 广义 行 初等 变换 
是 有 : 杞 "|]- 山 加 必 号 ; 吕 se | 


区 区 候 日 


-1= 


CD0:0 吕 已 00 Pi 本 DO 史 1 
-| 下 - | 
至 = 
有 村 0 
入 百 ， 汪 -有 14C-1 
rtn| 0 1 ] 
B-1 -3314C- 吉 - 


320. [华中 师范 大 学 ,1994 年 ) 设 呈 ,5 分 别 是 mm 组 与 r 级 方 阵 , 忆 可 
过 , 令 6= | 。 了 ] .证 明 ,c 可 间 的 充 要 条 件 是 C -4 -1D 可 道 
| 辐 加 风 | 


两 边 取 行 列 式 得 

1CH=f -mm1BlIC- 名 -DBD1 中 

天 

可 党 TCFOBTIE- 45-1DIA0 

-4 可 道 . 

32].[ 华 中 师范 大 学 ,199% 年 设 中 是 数 域 ,4. 昌 CE P 严 ra 且 如 = 
扫 , 牧 已 = rr 证 明 : 存 在 可 道 阵 .使 P-L4P 和 630-: 有 相同 的 r 阶 顺 
序 主 子 式 . 

证 … 秩 习 = r,… 存 在 可 北 阵 哺 ,如 使 


询 带 代 获 各 解 精 柱 


又 如 = 全 ,所 以 
-4p[ 人 人 = 全 中 


四 .3 『 品 史 
3 的 关 区 。 -| | - 四 
其 中 右 ,站 都 是 了 阶 方 阵 ,44.,p 都 是 nm -Fr 阶 方 阵 ,将 它们 代 人 人 十 式 得 


必 亲 后 0 人 中 | | 
4 4 0 0 0 0 吕 


4 01 号 了 
吕 、 | 区 咱 ， 


此 即 有 

1 王 有 旦 |， ,43 = 站 ,再 = 必 ， 全 
将 鲜 代 人 辐 得 

Re 4 耻 全 则 1 眉 

4z=[。 ,eze =| 风 | 由 
外 地 即 证 结论 ， 


322.{ 重 旦 大 学 } 设 4 是 zxn 实 矩阵 ,求证 ， 
竺 (已 - 44]) - 秩 [ 瑟 -41)=F-5. 


2 


- 秩 | 了 - 和 ?| - 秩 { 已 - 局 ') + 中 
人 

- 秩 | 辣 区 = 秩 品 = 秩 ( 如 -水 4)=s+ 秩 (5 -44) 志 
由 多 - 名 可 解 得 


秩 ( 品 - 44 人 一 特 ( 玉 一 44 =-. 

333.( 吉 林 工 业 大 学 已 知 4 为 非 奇 异 反 对 称 阵 ,上 为 n 元 列 向 量 , 设 
5-| ]] ,证 明 : 秩 昌 = 

证 秩 所 > 秩 症 = 


高 痘 代数 是 香精 栖 


由 于 坷 数 界 反对 数 阵 的 行列 式 为 0 可知 4 是 个 数 阶 的 ,从 而 呈 是 奇数 

阶 和 矩阵 . 令 
六 一 肯 
cl 
那么 5 是 奇数 阶 反对 称 阵 ,… 1CI=0. 但 是 
， | 本 8 1-48 4 -8 

as 人 区 | -| | -ec 

和 秩 [日 一 mm 从 而 秩 ( 昌 ) = nm. 

324.( 吉 林 工 业 大 学 } 设 4 是 让 xxt 虐 阵 , 有 是 xi 天 阵 ,证 明 :; 本 
的 特征 多 项 式 .各 (1) 与 融 的 特征 多 项 式 疡 (4) 有 如 下 关系 


Je = Mn) 书 
证 ” 先 邦 要 证明 的 中 式 改写 为 
haiE 4B1= 和 1 - 型 )， 四 
已 ”十 有 
用 构造 法 , 设 1F0 令 181=| ”14 雹 
4 耳 
1 

这 必 | 名 

0 和 术 - -4B 
两 边 取 行列 式 得 
II= 1 本- 十 41= (十 )eAE- 人 1， 地 

工 1 1 
| i][ 于 放 2 2 

4 下-4 瑟 0 互 
商 边 取 行 列 式 得 
LU1= 1 且 - 21=( 工 jn 有 - 而 | 加 
由 翅 , 呈 了 酚 式 得 
这: _.- 工 
总 1 而 = HE -全 1 
| 


上 述 等 式 是 假设 了 4 关 0, 但 是 侠 式 两 边 的 为 1 的 + 严 次 和 多项式, 有 
无 穷 多 个 值 使 它们 成 立 (4 关切 ,从而 一 定 是 恒等式 .从 而 即 证 . 
往 也 这 个 等 式 也 称 为 芒 尔 佛 斯 特 ( 9yteuer) 公 式 . 


高 将 代数 题解 精 四 


多 特别 . 当 上 = 时 , 苑 4, 与 者 是 * 内 方 阵 时 ,有 
|- 要 [=1- 列 1. 
此 即 48 与 到 具有 相同 的 特征 条 项 式 , 从 两 有 相同 的 特征 值 ( 包 揪 重 
数 也 一 致 ;. 
325.{ 北 京 航空 航天 大 学 ) 设 4 为 站 xn 矩阵 , 吾 为 xm 矩阵 ， 
证 明 : 4 嫩 与 出 有 相同 的 非 零 特 征 慎 . 


证 ”由 上 题 知 

1 APE -11= im 1 -4 1. 十 
设 11 瑟 . - 后 1 的 标准 分 甫 式 为 
1 -4 = 证 过 


其 中 AAA2 略 天 0 即 4 同 有 = 个 非 霉 特 征 值 :1 出 由 ,加 两 
式 , 那 么 有 

1 及 = 人 一 一 

此 即 证 员 有 刀 只 存 这 s 个 非 乃 特征 值 :1 aa ,1 

326.[ 中 国 科 学 院 ) 设 4, 呈 分 章 为 关 xn 与 xm 和 矩阵, 证明: 


Pr4 = 54 ， 
证 ”由 上 题 知 车 
1 全 和 (0 @) 0- 和) 其中 国 aa 本 0. 
那么 4 妇 的 全 部 转 征 值 为 1 = ap = 二 = 
1 下 一 有 = 各- 
那么 而 的 全 部 特征 值 为 ji = al, 几 = oo 站 0 


or8= 富 相 = (有 

和 广 哆 = 下 的 主 对 前 之 和 = 4 的 全 部 特征 值 的 和 ， 

了 7.[ 武 汉 大 学 ,1998 年 对 任 axpm 矩 隆 汪 = (ojnxay 号 为 未 人 让 
元 , 令 FM4 = 品 as 为 4 的 主 对 角 线 元 率 之 和 , 称 为 4 的 这 ,证 明 ， 

(1) 74B) = 下 (BR4)3 

[2) 若 4 可 道 , 则 中 (4B4 1) = TB， 

证 【1 由 上 题 得 证 . 

【2 下 一 且 | = 和 《Tin i++ 一 931， 全 

由 于 引 与 484”… 相 他, 从 而 有 相 阿 的 特征 孝 项 式 ,由 忆 知 

8 有 = TH -1 


328.【 西 北 申 讯 工 程 学 院 】 有 分 所 矩阵 | ] 是 对 称 纸 阵 , 且 其 中 4 


高 将 代数 晴 解 精简 


为 非 奇 异 给 阵 .证 明 : 此 和 皇 阵 与 下 列 上 矩阵 合同 


用 0 
区 | 


: 4 有 1 机 吾 4 号 

站 罗 网 后 这 

履 凡 = 放 , 凡 = 了 五 , 喇 = 克 ， 村 
即 “ 原 短 阵 可 改写 为 【2 |. 


加 01T4 31T 一 4 本 帮 0 
[sa 避 吉 所 如 | 训 而 号 
令 T=[。 “4 “] 则 了 可逆 , 且 


4 号 4 f 
川 。 加 La 罗 0 
即 证 结论 ， 
329,{ 东 北 工学 院 ) 设 4,5,C 虽 为 吴 阶 方 阵 ,4 = 人 4 如 = 全 ， 
且 141x0, 著 
玫 再 
c=|- 训 
求证 ms 秩 CE<2m， 


| | = 上 = | .45- 1=0. 
… 秩 丰 <2n; 此 即 nm 过 秩 已 <21. 
4$S 和 玫 阵 的 分 解 
【考点 综述 ] 


1, 乘法 分 解 ” 将 一 个 已 知 矩阵 分 解 成 若干 个 撼 阵 之 积 , 这 些 第 阵 需 满 
足 一 些 特 定 的 条 件 . 

2. 加 法 分 解 ” 将 一 个 已 知 矩 阵 分 解 成 若干 个 矩阵 之 和 ,这 些 阜 阵 需 满 
足 一 些 特 定 的 条 件 . 
【经 典 题解 】 

330.1 武 汉 大 学 ,1999 年 证 明 : 秩 为 吧 的 短 阵 可 表 成 mm 个 秩 为 1 的 


高 等 代数 题解 精 往 


和 矩阵 之 和 ， 
证 设 4E 己 "和 铁 4= 四 ,由 征 阵 的 等 价 标准 形 可 知 ,存在 a 阶 可 逆 


阵 天 和 :# 阶 可 逆 阵 台 , 司 


1 1 
乒 。 蜂 由 
圳 = 产 = 皮 十 天 0 Rs 
[jj |。 9 
0 
帮 
1 
所 
十 0 如 
站 
一 曙 卡 中: 二 十 轴 ， 
0 
其 中 员 = 书 } 人 .( 二 = 2 … 和 下)， 


且 先 品 =1, (= 上 2， 和) 

331 .1 兰州 大 学 ,华中 师范 大 学 ,1998 年 ) 设 4 是 玫 域 P 上 秩 为 r 的 普 
x 下 起 阵 ,r>f0 试 证 : 看 在 秩 为 的 中 xr 拒 阵 正 与 秩 为 r 的 rxn 炬 阵 浆 ， 
恒 4 = 天 、 

证 由 等 价 标 准 形 知 ,存在 mm 和 阶 可 道 阵 疡 与 m 防 柯 北 阵 0 ,使 


用 = P| ] 人 = p| ] [号 的 个 = 2 


瑟 
其 中 F=Pl， ] .ec= [号 06. 那么 下 是 xr 定 阵 , 呈 是 rxn 矩 阵 . 


且 
秩 只 = 秩 屏 =r. 


注 在 代数 中 称 这 种 分 解 为 泣 秩 分 解 . 称 4= P| 。 “。] 0 这 种 分 解 为 


0 
各 
等 从 分 解 . 
332. [云南 大 学 已 知 4x4 和 矩阵 


高 苯 代 歼 册 入 精 栖 


TI 03 1 

-30 -1 
上 骨 兰 

2 1 3 2 


4 守 ji 人 
(1) 求 4 的 列 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 成 4 的 秩 ri; (2) 求 一 个 4x 


r 和 矩阵 三 及 一 个 rx4 虐 阵 f, 合 天 和 居 的 秩 都 等 于 r 其 中 rr 是 4 的 秩 ) , 旦 


满足 4 = Fe. 
解 (1…1441=0, 在 4 中 有 一 个 于 式 
呈 了 | 
2 1 2|2z0， … 秩 4=3. 
4 2 0 
令 4=faaayasyva), 且 a,azal 为 4 的 列 向 重组 的 一 个 极 大 线性 
死 关 组 . 
0 1030 
(2) 令 =| 一 -| 1 1 | 
4 2 0 站 眉 1 
则 4= Fe， 
且 秩 已 = 秩 =3. 


333.{ 东 北 师范 大 学 ) 试 将 下 面 耳 个 可 逆 和 矩阵 化 为 初等 矩阵 的 委 积 : 


解 1(1 用 初等 行 变换 把 4 化 为 单位 阵 , 即 
[ 7] fi,2] [ ?] [2.1( -47] 1 2 [1.2[23j] 
1 之 寻 | 。 国 


DO1f2-3Trl 0 
1 


必 虹 一 1 号 [1,2(2)] .PIC[2,1f -4)7]P[12]4 = 吾 

… 玫 = 荆 PP[2 -1)]P[1202)] 产 2,1f -4)?]-P[12]37-1 
= 中 [12 PP2.1 -4 和] pl,2(2)] PT2C -1 
= 重 1,2]* PP[2.104).P[1,2(0-2)].P[2 -17] 


0 


(2) 类 似 可 得 


此 王 


人 
党” 一 


高 等 化 获 旺 解 精 粹 
15 的 rl100[L0 9 103]r203 
8-|o1oleloeil-a|joloolol 
00to2lL ， 00JJtonol 
10 0 
01 0 
0 0 -3 


34.({ 新 江 大 学 } 设 4 是 秩 为 = 的 mn 入 方 阵 . 证 明 :42=4 的 充 要 条 件 
是 存在 匆 为 = 的 rx n 抢 阵 号 和 秩 为 r 的 axr 惩 阵 习 ,使 得 4= 人 而且 区 
= 瑟 ， 

证 先 证 充分 性 . 设 4= (人 馈 , 其 人, 节 分 别 为 axr 和 Frxa 捞 中 , 且 BC 
三 下 
(CBECB)= CCBC)B= 人 = 4 
再 证 必要 性 ， 

… 和 = 由 可 对 角 北 , 且 其 特征 值 共 能 是 0 和 1. 
叫 0 
所 以 存在 可 逆 阵 了 ,使 4= 7 7= r- [1207= CB ,其 


中 C= r-[ >] , 昌 = [已 ;,0]7. 那 么 C 是 axr 上 矩阵 ,日 是 rxn 纸 阵 ,上 且 秩 
天 = 悉 丰 =r. 

BC= [so 下] 和 

335.( 华 东 师 范 大 学 ,中 山大 学 ,华中 师范 大 学 ,1994 年 证明; 任意 复 
方 阵 可 表 为 两 对 称 阵 之 积 ,其 中 一 个 为 可 道 对 称 阵 . 


证 《1)? 先 证 明 : 任 柯 若 当 (Jordan) 块 乒 可 表 为 土 述 结果 . 
六 了 


设 万 =| ”| 是 一 个 车 当 决 -着 信 


入 由 大 用 
] 


字 = x 4#:( 称 为 倒置 矩阵 》， 


1 四 
那么 SI1=-8=S13S= 二 | 从 而 弛 是 可 道 对 称 阵 . 


高 等 代 歼 是 韩 精 粹 


且 万 = 是 四 其 中 时 = Rs 


41 本 美星 
显然 好 = 于. 让 中 即 证 结论 . 
【2) 落 4 人 xs 了 么 4 了 其 中 
蜀 


小 是 若 当 块 ,jy 是 若 当 形 失 阵 ,那么 存在 可 道 阵 工 ,使 
由 
4 = 了 717 = 吕 本 | 构 
J 


由 上 面 吕 知 

Ji=SM (=12 pr) 二 
其 中 3 为 倒置 矩阵 , 即 可 送 对 称 阵 , 寻 是 对 称 阵 人: = 1,2，……,r). 

将 全 代入 团 得 


1 型 
| 二 | 
而 - 时 


其 中 


包 
所 = "| 二 |evamawmm 
号 


遇 ) 
cr| | am 
餐 ， 


由 地 即 证 . 
注 在 代数 中 称 矩 阵 的 这 种 分 解 为 内 器 分 解 . 
336.[ 华 中 师范 大 学 ,北京 邮电 学 院 } 设 4 是 一 个 an 阶 实 可 道 阵 ,证 


高 苯 代 数 通 入 畏 粹 


明 ;: 存 在 一 个 正定 阵 $ 和 正 交 阵 ,使 4 = 瞩 . 
证 …44 是 正定 阵 ,所 以 存在 正定 阵 5 ,使 44 = 部. 
= (机 = [443]3= 现 ， 全 
其 中 已 ={ 由) 和. 
= 
沪 呈 为 正 交 阵 ,从 而 由 中 即 证 ， 
注 由 若 44 的 特征 值 为 , ,afa>0i= 1,2, nm) 则 3 的 特征 值 为 


好 1 hn- 

蕊 本 题 还 可 改 为 4 = 引 吕 形状 ,其 中 5 为 正定 阵 . 叫 为 正 变 阵 . 因为 
和 4' 为 正定 阵 . 

dd = 中 ,其 中 3 为 正定 阵 . 4 = 8834)1= 3 户 其 中 下 = 3 
[二 ) :为 正 变 阵 ， 


337.【 华 中 师范 大 学 ,1994 年 ,1996 年) 设 4 是 a 阶 实 下 道 阵 .证 明 : 存 
| 
人， 正隆 P 和 0. 合 Ho-| ， | 
如 


瞪 


其 中 力 >0i=12n 5 且 加 ,为 机 4 的 全 部 特 钙 昔 . 
证 由 上 题 及 注 知 , 存 在 正 交 阵 和 和 正定 阵 玉 ,使 4 = 人 咱 
其 中 了 的 特征 值 a ma 均 为 正 , 生 时 -ea 为 44 的 全 部 特征 值 . 


由 号 为 正定 中 ,从 而 伍 在 引 交 阵 ,使 得 妃 = | …. | 地 
a 


将 包 代 人 中 得 4 = | . | 


(4 -| …- | 
t 


1 
即 po-| 二 | 雪 ) 
本 


其 中 PP=(C7) ,0 = 了 光 为 止 交 阵 . 


辣 千 代数 更 解 精 粹 


注 wamas%h 吕 全 


fn 
这 就 是 4 的 一 个 分 解 , 即 实 可 道 阵 可 表 为 ( 正 变 阵 )( 正 定 阵 并 ! 正 交 阵 ) 
之 积 ， 
3 强 .{ 新 江 太 学 ,华中 师范 大 学 ,1990 年 上 在 一 呈 阶 方 阵 4 都 可 配 成 
= 了 画 + 太 的 形式 ,其 中 中 是 一 个 与 对 阵 相似 的 = 阶 方 隆 , 交 基 一 个 乔 零 宛 
阵 !{ 即 存 存 自然数 产 , 使 和 = 个 ,而且 OU = 加 . 


几 
证 ”由 若 当 标准 形 师 ,存在 可 道 阵 -| “. | 二 
睛 
| 
其 中 到 = | 为 涛 当 岳 ,CE= 2 
AL 
如 机 站 
me| 人 |， = 有 下 + 由 (12 5》 网 
和 
外 本 严 
其 中 na -| jwmamn- “| 为 于 零 阵 .… 内 =， 
人 
0 


二 十 下 | 
将 加 代 人 中 得 4 = | 5 | 
有 + 晴 , 


访 
其 中 or| aaaa 
六 


人 


高 毒 代数 是 和 坤 精粹 


和 1 
点 = 二 | 人 | 
总 


3 


入 
那么 -| |-omwammn 
MA 


电 疝 1 有 0 
Dnw = | . | 本 把 中 人 | 二 
六 下 五 忆 


呈 吸 


咯 
类 似 /加 = | < | 二 
各 吕 
蛋 Pewr = 【ar 可] me = he 

DA = CR) = = AN 

DAW = ] 二 
339.1 全 分解) 任何 可 道 实 方 阵 都 可 以 分 解 为 正 交 阵 和 上 三 角 阵 只 


的 乘积 ,其 中 扣 的 主 对 角 元 均 为 正 ， 


(2 我 们 已 知 如 下 事实 :任何 实 的 非 奇 异 方 幅 4 都 可 以 分 解 为 正 变 阵 如 


和 上 三 角 阵 总 的 莱 积 , 即 4= 侣 , 试 对 以 下 的 4 作 这 样 的 分 解 


Il 1 4 
由 =|1 -1 
0 0 2 


证 (1) 设 4 和 xany1 表 1 关门 念 是 = 【alias) 其 中 全 1 为 4 的 列 启 重 ， 


那么 ec :an 线性 无 基 . 


雇 = 拘 ， 

和 《aa, 且 ) 

应 =az 一 (有 8) 所， 心 
由 施 密 特 方法 . 令 二 中 直 寺中 二 直 二 

CT (an: 房 - 则 

向 = or [8 所 -人 


其 中 (ae ,及 = 有 . 移 项 将 由 式 改写 为 


南亚 代数 是 杰 精 粹 


1 三 向 ， 
人 6 
[人 同 
《an SR 《on , 克 -1 
人 忆 ) 有 + 
将 加 写成 矩阵 形式 为 
] ba 
4= (8 | 9 
00 - 1 
再 将 房 单位 化 , 即 力 = T 和 (= 2，rm)。 和 @ 
其 中 | 房 | = w 肛 抽 >0,fT= [2.…，,n). 
信人 = fa ec) , 则 口 为 正 交 阵 . 将 国 改 写 为 拭 阵 形状 为 
所 
cere | 3 地 
上 
其 中 5=T8T>0 (= 1, 2) 
2 和 上 Ba 
上 
将 加 代入 @ 得 4= 4002% | 四 
侨 ] 
1 
站 了 # 自 
其 中 及 = 汉 东 | 昨 为 主 对 角 元 为 正 的 三 角 阵 ， 
了 ] 了 
所 R 起 
(2) 解 由 上 面 得 旭 下 解法 . 仿 


al=fi10 oa=t, -1)07 93=f0,1,27 
因为 eica 已 经 正光 

饲 =al=fl,l 人 7， 

应 =ma=(ti, -10)7， 


如 下 (as:8 8 《0 
”人 
1 
1 上 亲 
几 = (aaoyaay =【( 启 ， 记 有 ) 站 1 | 
0 人 1 
再 单 己 化 , 令 
思 = TB = 万 (1.9) 
六 = 1 应 = 方 (1 一 和 人 
为 = TR[ 铅 = (0.0.1) 
二 
五 五 “” 
3 工 _L 站 =【 房 ,应 , 记 ) 
Ya 入 
0 站 1 
下 过 
J 机 妈 
即 (8,B,B)=| 工 1 五 
“万 
属 0 1 
将 外 代入 中 得 
了 十 1 
五 五 “| 1 9 计 
4=| 上 上 了 工 . 二 
万 万 心 心 1 六 
0 0 1 
JJ 了 工 巡 
五 五 | 20 
-| 工 .1 顾 |= 如 
5 , 人 0 站 ] 本 
恬 0 1 站 也 


高 等 代数 是 和 圭 精 炎 


应 = -信用 + 本 应 =(0.0.2) 


证 
全 


过 


南 等 代 束 是 堤 精 樟 


1 1 
六 0 
其 中 0@=| 工 - 工 0 为 正 交 阵 ,R=| 。 万 到 | 为 上 三 角 阵 ， 
2 4 2 
0 0 00 2 


340.{ 新 江 大 学 ,天 律师 范 太 学 ) 设 4 为 mxm 实 算 阵 , 则 存在 = 阶 正 
交 阵 如 和 普 防 正 变 阵 己 , 使 得 


] we， 0 


由 
其 中 o-| “ | 
奈 


稚 4=r, 帮 >0Ois12…，,r)， 


刘 
证 ”… 4 天 正定 ,从 前 存在 正 变 阵 只 ,使 44' = | “. | 动 
1 


由 于 r= 秩 4= 秩 (44') ,不 失 一 般 可 设 


)i 池 好 人 00， 和 =… 和 = = 人 
念 贡生 -2 出 园 
2 0 
dd = 亚 杞 
| 9 
将 P 分 块 - 令 忆 ={P， 产 ) 
2 0 网 
=【 帮 三 
人 5 1 间 是 ee 四 
由 于 跌 为 正 变 阵 ,… P 户 = 怠 . 放 古 左 冬 , 疡 右 乘 轩 式 两 端 得 
玉 (44 天 = 于. 全 
令 扩 = 互 - 产 4 网 作为 rx 严 实 拭 阵 , 且 
们 的 = (着 4 从 -1PI4 = 已， 已 
= PP = (Pi | = 户 玫 + 户 下 
了 
(如 - 疡 丙 )4 = 站 站 4= 帮 天 mm4= 了 (号 
由 局 可 得 
4= DHM + 疡 古 4. 二 


由 于 秩 ( 产 4) = 六 …P4z=D 有 证 -个 线性 无 关 的 解 .将 它们 正 交 单 


高 交代 数 业 条 精 往 


位 化 后 , 构 或 站 x (于 -中 二 阵 奏 , 这 样 击 
P 户 上 =0， 二 

Pd 吃 = 0, 可 得 | 中 
组 陈 帮 = 是 , 念 贞 ={ 有 :也 ) 由 于 卫 ' 帮 = 五 开户 4 六 =0. 
从 而 昌 为 正 变 阵 ,并 册 直 轩 式 
产 沁 说 = 严 34( 了 11 记 4 = 严 3 4 用 有 -= 玫 3 丙 天 瑚 | 证 厅 -: 
= 人 … 产 = 人 0)， 
宙 地 式 


Pao-| peer | 加 


其 中 5-| 二 2 
纪 
由 二 
五 昌 

贡生 咱 。 0 ] 人 也 

注 电 式 称 为 4 的 奇异 值 分 解 . 

341.( 吉 林 工 业 大 学 ) 设 『 了 是 维 成 性 空间 .证 明 :,F 中 任意 线性 变换 
必 可 表 崔 一 个 可 道 线 性 变换 与 一 个 竺 等 变换 的 乘积 (ce 是 卉 等 变换 , 即 = 满 
足 叶 = or)。 

证 育 了 的 一 组 基 e…ena, 设 是 了 的 任意 一 个 线性 变换 ,月 

f ET En 二 EMEey， (人 

其 中 由 为 Axpn 给 阵 . 

设 秩 4 = >, 那 么 存在 = 阶 可 道 阵 ,P,@ 局 


号 脆 
0 je 


-4=[POILO ]] 人 ] = 有 


4= 吓 


其 中 8 = PO 为 可 送 阵 ,C= 0 [ 让 Q@ 


ce ee ece 人 gone 
勾 《为 赛 等 阵 . 


再 作 的 秽 个 线性 变换 如 下 
Tie ei En] 瑟 ， 他) 


高 三 代数 据 利 精粹 


T2K ET En 二 【Eee， 


则 【PreETEe) 【EEC 


由 由 ,二 = mr 其 中 可 道 , 研 = me 人 =C)， 


注 4= 瑟 基 一 种 矩阵 分 解 , 它 是 可 道 一 午 等 分 解 . 


也 对 


高 本 代数 题解 精 糙 


人 之 知名 .六 本 情 上 ， 各 一 一 贫 ， 所 几 
念 广 o is 人 人 人 


人 -从 训 


$1 概念 ,标准 形 


【考点 综述 j 

1]. 二 次 型 的 几 种 表述 下 面 3 和 神 m 元 二 寥 齐 次 函数 都 表示 m 元 二 次 
型 

(Dee a)= 习 福 oa 

(2 把 zx + 了， 

【3 所 训 2 2 一 xx ,其 中 

区 三 《 攻 | ，32 ,让 二 《ayJasxn 且 贞 = 疾 

并 称 4 为 二 次 型 上 的 拖 阵 ， 

2. 乍 阵 合同 


(D 设 4,8E 严 **, 若 存在 可 道 矩 阵 PE 严 **, 便 用 = 了 好 , 则 称 4 与 
曰 是 台 同 的 . 

《2) 合 同 是 答 阵 间 的 一 个 等 价 关 系 . 

(3) 二 次 恒 经 过 非 退 化 线性 蔡 接 仍 变 为 二 次 型 ,日 新 老 二 次 型 的 矩阵 是 
合同 的 . 

3. 标准 形 

(二 次 型 所 xj= Go 和 + ep 好 + +awi 称 为 标准 形 . 

二 风 二 下 相合 二 生 区 


高 等 代数 题解 精粹 


(3) 任 何 对 称 阵 都 合同 于 一 个 对 角 阵 . 

4. 复数 域 上 二 次 型 的 规范 形 

【1 复 二 次 型 几 rm = ol 二 am 称 为 复数 和 霹 上 的 规范 形 
其 中 心 =1 或 人 = 1.2…,m) 

(2 任何 复 二 次 型 dx 都 可 经 过 退化 线性 蔡 换 化 为 规范 形 : 矿 2:…， 
my= 王 ++ 岂 ,其 中 = 竺 4. 

竺 规范 形 是 唯一 的 ， 

(3) 任 何 复 对 称 阵 4 者 合同 于 对 角 阵 | “] ,其 中 r= 秩 4 

(4) 两 个 复 对 称 阵 合 同 的 充 要 条 件 是 秩 相 等 . 

5, 实数 域 上 二 浆 型 的 规范 形 

【 拉 实 二 凑 型 站 sl ,3 一 可 13 十 “中 au , 称 为 规范 形 ,其 中 旺 站 衬 
1, -或 各 = 1,2，…m) 

(人 2) 任何 实 二 次 型 都 可 经 非 运 化 线性 蔡 换 化 成 规范 形 ,上 且 规范 形 是 唯一 
的 . 

3) 惯 性 定理 ”任何 实 二 次 型 经 过 非 退 化 实 线 性 赫 换 化 成 标 从 形 中 ,其 
正平 方 项 个 数 , 负 平 方 项 个 数 永 远 是 不 变 的 . 并 且 若 Fxi ya 和) = 公仔 + 
本 汪 cy 1 一 cl 1 和 0 

其 中 下 >0c>0i=jb2 pi7=1 2 93) 称 关 为 正 慑 性 指数 ,。 为 
负 惯 性 指数 ,p - 9 为 符号 差 . 凡 秩 4=p+9, 其 中 4 为 二 次 型 /的 矩阵 . 
[经 典 题 解 】 

342. (北京 太 学 ,1990 年 ) 用 非 退 化 线性 替换 化 下 列 二 次 型 

2 
为 规范 形 , 莽 求 所 作 的 线性 替换 . 
解 
所 和 2 二 [ 巡 二 xf 一 一] 粒 二 好- 
42333 二 【了 季 十 生生 一 Graxa. 


1 -1] ] 

熙 -6 本 

念 和 | = 了 了 
4 上 西 

了 2 


于 1 
| wa 


3 


高 蔓 代 数 简 香精 梓 


1 -1 315 1 0 元 
| 怕 6 ] 3 
乱 j= < 4 和 |=|0 再 矶 于 产 
皮 3 J6 -6 J3 3 
心 2 2 丰 了 工 5 了 
上 6 扰 


天 33 = 这 + 和 位- 二， 
343. 【华中 师范 大 学 ,1990 年 用 非 退 化 线性 昔 换 把 二 次 型 
所定 了) 二 和 二 二 二 十 了 和 寺院 


萎 成 标准 形 ( 写 出 此 线性 替换 )， 
解 ”用 配方 法 . 
所 定 yz 一 4[ 计 + 2x( 本 y+ 开 和 + (可 了 + 二 区 3] -二 (+ 2 二 4 
十 赴 说 
= 4 芝 二 了 7+ 二 22+ 瑟 [ 镁 一 27(15 324( 攻 2 而 要 + 
=4(z+ 二 7+ 二 zj2+ 芋 (7- 车 ?2+ 站 
] 工 了 
去 4 二 工 
令 |- 0 1 -人 江 中 meaauateea 
立 1 示 
3 
0 后 ] 
1 1 
日 本 四 RE 四 
了 | 三 1 区 2 | 一 ] 第 
0 1 本 0 1 S 2 】， 
5| |， 1 儿 。 
必 站 t 0 0 ] 
让 ,T，E) = 4 如 + 生地 + 坦 


344.({ 中 国人 民 大 学 ,1991 年 化 二 次 型 

1 
为 标准 形 , 写 出 线性 替换 . 

解法 1 用 配方 法 可 得 


所 33 二 + 1 二 了 jz+ 


3 


放 1 ~! x| 
令 加 1 -全 aaa 


站 
3 00 1 “3 
:1 了 工 
3 9 也 芒 人 91 
52|=|0 1 "3 子 |=|0 1 二 |=| 妇 1 
3 站 “站 1 折 ， JS 


mmam) = 293+ 3 坟 + 己 只 

解法 2 用 初等 变换 法 . 先 写 出 二 次 型 了 对 应 的 矩阵 4 ,那么 对 4 的 初 
等 变换 ,把 4 化 成 对 角 阵 ,作法 是 先 对 行 作 一 次 ,再 同样 对 列 作 一 次 相应 的 
初等 变换 . 这 样 对 偶 地 作 ， 


2 2-2100 aa aa-l 100 
oa-| 之 5 -4oo|-| 吕 了 一 2 | 
-2 -4 001 -2-4 5 0n0l 

2 0-2 100 2 0-1 100 

-| 癌 了 一 -to s -z -ilo| 
-2-2 5 001 上 -2 3 了 3 101 


200 100 2Z0 0D 1 00 
-| 0 3 -2 -110| | 03 -2 -1 1 


所 | 本” 了 
上 -2 3 1 1 心 站 3 了 ] 
2 身 心 和 站 
oa3 0- 10 
3 1 之 
00 3 本 1 
7 了 虐 
汉 1 1 9 和 4 3 中 为 
一 1 1 
信 ||= |=|o0 1 2 || 产 |, 使 得 
是 2 3 
3 3 和 
3 3 f 1 


扰 二 3a 33] =2 二 十 了 好 十 汪 至 
345.【 华 中 师范 大 学 ,1994 年 用 非 退 化 线性 替换 化 二 次 型 


所 人 


为 标准 形 ,并 求 正 惯性 指数 与 符号 莽 . 


站 


高 于 代 数 题 解 精 粹 


解 令 
光洁 十 和， 
YX 二 YL 2， 
革 3 一 3 寺 押 ， 
澡 4 二 3 一 di 
区 5 省 5 


别 了 = 宇 - 拉 + 说 和 4 一 Yaz73+ 1 一 加 志 十 兰 - 城 + 的 人 逢 一 荐 区 
1 1 1 1 1 
= (为 + 方太 + 三 基 且 -+ 六 为 + 可 基 闪 4 (53 全 扩 六 -~ 
1 
(+ 位 区 六 
1 1 
= 力 + 放 扯 + 放 拓 ， 


了 工 了 
有 = 3 二 了 Js 


再 今 1 
基 妈 3 二 的 十 有 了 5 
了 工 
24 一 十 了 35 
好 三 Js， 


则 厌 xl55j= 丰 -好 + 玫 - 闪 ， 
其 中 正 健 性 指数 为 2, 符号 差 为 
捕 3 


化 为 标准 形 ,并 求 相 应 的 线性 变换 和 二 次 名 的 符号 善 ， 


解 了 =3[ 对 -2xa( 本 ai+ 二 轨 )+ 二 + 二 加 站 -3 十 略 + 诫 7 


了 3 了 
一 号 妈 和 3 
-=3{ 工 加 )2 1 2 8 过 
二 本 人 二 本 和 - 3 一 Sa 十 由 立 。 
3 村 读 -| 因 
令 | 站 =| ，_ 。 | 二 | , 即 作 非 退 化 线性 变换 为 
33 心 1 站 本 知 


南 毒 代数 题 香 精 粹 


0 1 53ry 
22 | = 人 Y2 | ， 
ss | -1 二 2 人 Ln 


使 aas ma)=3 全 -本 世 4 8 过. 
了 的 符号 关 =2-T= 1. 
347.! 华 中 师范 大 学 ,1996 年 求 二 次 型 


护 汪 5 03 二 21 二 二 本 人 十 立 Y] 和 2 一 下 Dw1X3 十 看 光 3 


的 正 局 性 指数 与 符号 差 . 
解 ” 用 配方 法 
= (+ 加 -5 3 如 + -二 交 . 
人 上 了 工 = 三 3 yx 
他 万 =|0 1 得 4 | ,得 
入 0 0 1 知 
= 和 讶 +3 好 - 汪 
正 避 性 指数 为 2, 符 号 差 等 于 1 ， 
348.! 北 方 交 通 大 学 } 说 
0100 
oo0o 
002 1 
001 2 


( 间 分 别 写 出 4 和 4 :为 矩阵 的 二 次 型 ; 
(2) 求 出 4,4 -和 二 +4 的 特征 值 ; 
(3) 求 出 相应 4 ,4 -1 的 二 次 型 的 标准 形 . 


解 11) 所 za 33) = 下 4 三 = 2xixz+2 人 二 2 +223w， 吃 
忆 … 
0D3 D 0 
1130 0 0 
3|00 2-1 
夏 了 -1 
1 本 + 这 雪 - 半 和 m， 你 


高 等 代数 时 解 精粹 


[2515-4l=(a-lafA+lia 一 3)， 
四 此 4 的 特征 值 1=1),42=3,43= -1:44=3. 
4 的 特征 值 A = ,az = 1,2a = -lma= 桔 ， 
42+ 上 各 的 特征 值 为 出 = 邓 +4=2, 克 = 归 + 旭 =2; 让 = 对 + 下 
, 昌 = + A4 = 12. 
{3)4 对 应 的 二 次 型 了 的 标准 形 为 
天 9 = AT A++ 二 十 
= 妆 + 妇 -全 +3 隔 . 
4 -对 应 的 二 次 型 g 的 标准 形 为 
间 (x1 人 3%9， 35] 二 F12+ 三 + 3 珀 + 有 4 三 
= 可 + 好 - 切 + 二 村. 
注 : 因 大 si 和) = 站 4 其 中 水 =4E 本 <“ 风 4 有 am 个 实 特征 
值 如 ，-,j, 且 有 在 正 交 变换 站 = 到 《其 中 了 为 了 为 正定 阵 ) 使 
3 
349.【 中 国人 民 大 学 ,1992 年 ) 证 明 : 


0 了 
xl al ED ”Ia 


成 后 一 负 3 ED 由 


一 和 aa 
是 一 个 二 次 避 ,并 求 此 二 次 型 的 拭 阵 . 
证 信 4= (mn 并 设 4 为 中 的 代数 余子 式 .那么 按 四 式 右 边 第 1 
行 展开 得 
一 器 GD 


02 
本 


二 


高 葡 代 数 翅 散 精 粹 


-%I II ”” 3.6-]】 
和 ~ 2 本 r-] 
一 和 
去 (4 好 十 几 D3132 十 十 岗 1aX132 十 二 2 和] 22 十 4 了 2 过 
+ 二 地 
由 翅 知 ” 翅 寻 和 是 一 个 二 次 型 ， 
背 设 二 次 列 了 的 矩阵 为 下 , 刚 号 = 吾 = 人 (52mxni 其 中 


二 


二 和， 
时 = 一 人 (1 


350.【( 高 数 三 ,2001 年 ) 设 4 为 m 阶 实 对 称 阵 , 秩 4 = n,4; 是 4= 
{aj)。xs 中 四 的 代数 余子 式 人 = 1,2，…… 吕 ;二 次 型 
ao 加 
(7 记 王 = (zi 把 区 z ,和 二) 写成 矩阵 形式 ,并 证 明 二 次 型 
【 妇 的 矩阵 为 4-1; 
(2 二 次 型 Si = 4 与 所 丰 的 规范 形 是 否 相 后 ? 说 明理 由 . 
解 11) 由 由 知 


几 1 几 2] 4 

1 41 141 | 由 1 

da 4 

二 站 
几 1。 4 用。 
141 141 | 
= 了 (4 ) 大 四 

但 忆 *=141, 秩 4= mh, 让 可 道 
且 4-1=TT4* 代入 @ 得 
所 全 


(人 2140)744-1=(d7) -144-I= 4 4 4 与 4-1 侣 同 ， 
从 而 gfE)= df 与 扩 z)= 4-1 有 相同 的 规范 形 . 

35]1.1{ 武 汉 大 学 ,2000 年 ) 设 扩 xz)= 丰 4 为 实 二 次 型 , 且 存 冲 ,大 ， 
使 疡 上 )>0, 拓 各)<0 请 证 明 : 存 在 好 天 0 使 六 到) = 人 00. 


高 苯 代 数 时 得 精 和 粮 


和 证 ”存在 非 姬 化 实 线性 蔡 搞 三 = ?7 将 六 化 成 规范 形 , 即 
诚 科 = 四 且 + 出 
其 中 和 铁 4=r, 丰 = 土 1 
由 于 存在 护 太 >0 及 所 了 < 而), 姓 不 可 全 为 正 ,也 不 可 能 全 
为 ,不 功 将 中式 改写 为 
风 太 = 天 + 天 -了 全 才 ， 人 
其 中 避 < P< r. 
再 令 “为 = (10…0,1,0…0 其 中 为 中 第 1 工分 量 为 ,第 个 分 量 为 
1 .其余 m-2 个 分 最 全 为 收 , 则 广 关 0 再 令 硬 = 四则 后 z 关 0 
所 而 = 站 + 人 + + 人 -人 = 
352. [北京 广播 学 院 ) ”用 非 退 化 线性 不 换 和 靖 
下 
化 为 标准 形 . 
基 F 二 入] 二 了 + 
和 二 一 
区 3 二 3 二 4， 
高 4 二 宁可 一 于 人 
jn -1 sa- 十 ny 
YX2n 二 2n-1 一 an， 
那么 
成 四 = 一 
其 中 非 退 化 线性 蔡 换 为 
{ 1 


1 -1 
省 了 ! 


目 


1 -1 
先 3a 1 1 2 
-1 
353. (中国 科技 大 学 )〗 试 将 


可 【2 区 3 二 十 十 十 
化 为 标准 形 , 求 出 变换 矩 碑 ,并 指出 e,s,e 满足 件 么 条 忻 时 ,0 为 正定 . 
解 { 1) 当 aa= 站 时 ， 


高 苯 代 数 蚌 和 韩 畏 粹 


和 (re 
作 非 巡 化 线性 替换 


工 ] 1 人 活 1 入 
%z|= | 人 0 T 1 
3 1 0 一 1 为 


即将 如 化 为 标准 形 

QCsi xzax) =2e1+ 893 -2o3. 
但 这 时 无 论 b,se 为 何 值 吕 者 不 能 为 正定 二 次 型 ， 
《2 当 唱 天 和 时 


2 
吕 (x1 yx za) 一 直 [区 + 2 二 9 二 (二 二 六] + bs + (ea 一 二 /和 对 - 


力 1 0 二 1 
要 
令 和 轨 js 站 1 修 二 | 3221， 
了 3 在 站 1] 全 


即 作 非 退化 线性 圭 换 
基 1 0 - 力 
四 ] | | ? 
和 3 站 站 1 六 
可 将 @ 化 为 标准 形 


@@L xy ra，9) = 四 证 + b+ (ae- 生 ) 二 


-， 当 a>0h>0az- oa>nD 时 六 为 正定 二 次 型 , 

354.( 北 京 工 业 学 院 ” 黄 南 交通 大 学 ) 设 4 基 一 个 na 阶 实 对 称 阵 , 且 
14+ <N0, 证 明 : 存 在 实 上 维 向 量 开 ,使 得 站 4 <0. 

证 存在 正 交 阵 T, 使 


4 
mu-| | 二 
和 


其 中 心心 为 4 的 全 部 实 特征 值 , 又 

141= 0 ， 内 
4 中 至 少 有 一 个 小 于 由 不 妨 设 为 玫 <C 
那么 令 上 = 了 ,其 中 忆 是 第 上 个 分 量 为 1, 其 余 都 是 0 的 nm 维 列 向 


年 ,那么 rz0, 且 


高 葡 代 数理 广 精 业 


和 4 De10] 六 4 1 
f 
0 


Al : 
= | ” 1 |1= 妈 羡 了 
了 


f 
355. [南京 太 学 } 求 二 次 型 
Ha = (本 -2 2 
的 符号 美 . 
解 ” 设 此 二 次 型 的 和 矩 上阵 为 44, 则 
人 
Te 
| -1 -1 … pn-1 
[3E-4t=[2-(n- 昌 -1]sI[-(a-tD+tn-] 
= (ANA -as 1A， 
由 的 m 个 特征 值 为 1=…= 和 -= mh = 有. 
符号 差 =《 正 慨 性 指数 ) -【( 负 慑 性 指数 ， 


=《【 正 特征 值 个 数 ) ~【 负 特征 值 个 数 ) = (na -1)-0= -1. 
356. [南京 大 学 } 求 二 次 型 


本 一 >) 妇 +4 > 让 
了 本 本 本 


的 秩 与 符 苇 差 . 
解 ” 设 / 对 应 的 类 阵 为 4, 则 
122… 2 
12 123 2 
2 


IE-4i=[a-D+2n 1 TOA -i++fa-i -2 


高 等 代数 旺角 精 入 


=(a+1)s 上 [A-(28-1)] 
= = -1 和 =2n-1 
~ 了 的 秩 = na 
了 的 符 导 盖 =]1- (as-1)=2- 上， 
357.({ 四 州 大 学 ) 设 


-+ 人 
四 入 


的 正 惯 性 指数 为 p, 秩 为 ,证 明 :p= rs<n， 
证 兵 可 改写 为 


大 = 训 [a22 二 -(29] 


= 访 [(n -七 阅 好 -22zy] 
设 二 次 型 大 的 和 阵 为 4, 则 


-1 工 _ 王 
及 mx Ra 
了 了 -1 _ 
间 三 Ri nz 站 
na- 
2 放 2 亚 
相 一 | 1 ] 
Re 二 上 
工 1 亚 =] ,,， 有 
1 下 1= 到 12 了 2 
1 ] | 
让 记 4 


一 ] 汪 = 一 一 
= -2 -总 ] 1 


二 
1 
用 | = 0 


记 = 正 悄 性 指数 = - 1, 负 炉 性 指数 = 0. 
r= { 正 惯性 指数 ) +【 负 展 性 指数 )= nm -1 二 <， 


高 兽人 代数 网 解 精 镍 


82 正 交 阵 、 实 对 称 阵 的 正 交 化 标准 形 


【考点 综述 ] 


1. 正 变 阵 
(4=(mg)E 荆 xx, 若 44= 瑟 则 称 4 为 正 交 阵 - 
[2) 正 交 阵 的 等 价 定 多 还 有 :4 = (arJE 到” 


[ji (1 1 2， 
十 一 
三 1] 二 (0 ia 0， 0 :7 = 


即 同一 行 的 委 积 之 和 等 于 1, 不 同行 的 切 积 之 和 为 0， 


: ] ， 二 | 
01)mi+ mi+aumrtramy=| 1 ] 2, 


《站 3 本 = 区- 

(3j4 为 正 详 阵 , 则 141= 1 或 -| 

(4} 正 安 阵 的 特征 值 的 模 为 1, 如 果 有 实 特 征 值 只 能 是 + |. 
(5) 正 交 阵 可 以 对 闪 化 , 即 存在 复 可 赣 给 阵 了 ,全 


1 
并 二 | 2 | Jp 为 4 的 全 部 特征 值 , 印 141=101 = 
起 


史 … 


2. 施 害 特 (Son 达 ) 正 交 化 - 设 wm(E 到 ) 线 性 无 关 
(1 正 交 化 令 忆 =m， 


《aits) (有 是 
本 
(2) 单 位 化 . 令 


普 = Ti 庙 ( 帮 = 世 2， 丰 ) 

(3) 兰 令 4 =【 态 :…， 驳 ) 刘 4 为 正 交 阵 . 

3. 实 对 称 竹 的 标准 形 

{11 实 对 称 阵 的 特征 值 均 为 实数 

《2) 属 于 实 对 称 阵 4 的 不 同 特征 值 的 特征 向 量 必 正 交 ， 

《3 儿 [基本 定理 ) 机 = 4E 六 *" 则 有 在 正 交 阵 ?= (ai 上 ) ,使 PT47 


用 
-| 本 waneac 
由 


[1 


高 普 人 代数 题解 情 畔 


( 相 任 一 实 二 次 型 所 ss) = wd, 其 中 机 =4E 严 *”， 则 存在 正 交 


恋 搞 zx = 小, 司 
所 其 中 心 …… 入 为 二 的 全 部 实 特 征 


值 


【经 典 题 解 】 
358 【复旦 大 学 ] 设 4={o) 是 一 欠 正 交 阵 ,证 明 


4 = 士 如 k 2 


其 中 4 为 mw 的 代数 余子 式 , 
证 '… 二 是 正 交 阵 , -14i= + 上 1, 且 4-1= 几 . 
4 =14[4-1= 土 凡 -= 土 在 全 


当 141=1 时 ,4 = 色 : 人 = 1 2 
当 141= -1 时 ,4 = -本 人 7= 1 2) 
= 土 本 人 了 = 2 
359 .1 华中 师范 大 学 } 谨 
辽 
卫 
及 =| 电 c 可 是 正 交 阵 , 求 ,上 ,ee. 
- 包 
了 了 
解 由 4 的 第 1 行 ,第 2 列 和 第 3 行 得 
oz+(- 司 请 + (了 72= 1， 


如 


(- 训 大 + o+ (了 = 有 

了 闪 + (部 + 人 = 1 

解 得 a= 二 Tc= 才 ec 和 
得 由 4 的 第 1 列 和 第 3 列 得 

3 5 

+ 了 、 

( 字 )+ 可 + dt 

当 e= 立时 ,由 4 的 第 1,2 列 正 交 得 


0= 与:(- 亲 4 人- 总) 全) 中 


让 敬 代数 题解 精 帐 


无 论 5 正 负 号 怎么 取 都 不 能 使 @ 式 成 立 ,ea = - 号. 
当 a= -地 时 ,由 4 的 第 1,3 行 正 交 
(- 呈 )(- 子 )+(- 子 ) 郴 + 池 er0, 解 得 e= -全 
当 5= 子 时 ,由 第 12 列 正 交 , 可 得 e= - 号 .由 第 2,3 列 正 交 可 得 d= 


圭 
5 


当 = - 子 时 , 仿 上 可 求 得 ec= 了 ,d= 枉 ， 
综 上 知 


本 -号 -二 63 了 互 
《上 eyie)y=1 了 了 ,了 :了 ,一 了 
0 
0 

0 1 0 
4 | 伍 工 
本 
几 和 2 


(Da 洽 吓 什么 条 件 时 ,矩阵 4 的 秩 为 3; 
[298 为 何 值 时 ,4 为 对 称 矩 阵 ; 
(3 到 一 值 as,5e 使 4 为 正 变 和 矩阵 . 


解 (1) -al= 如 - 方 a,… 当 2i -ar<0 时 , 秩 4=3. 


(2) 设 水 =4 得 as1, 睛 =fe=0 即 = ,=e= 由 时 ,4 为 对 


称 窍 阵 . 
《3) 设 4 为 正 交 阵 , 由 4 的 第 3 行 ,第 3 列 和 第 1 列 得 
品 
要 十 本 = .…= 土 一 2 ， 
1 , 业 
c + 玫 = 1 ， 土方 ， 
到 十 直人 三 1 
再 由 第 1,3 列 有 
ac+2 了 5=0 台 ) 


高 音 代 数 题 解 精粹 
所 以 ,ee 不 能 同 为 正 ,那么 
(1) 当 ac 十 ,6= - 友 ,。- 旧时 ,4 是 正 交 阵 . 
证 4 是 正 交 阵 . 
( 且 ) 当 a= -十 ,= c= 坚 时 ,4 是 正 交 阵 . 


(iv) 当 a= - 辣 ,= es= - 间 时 ， 4 正 交 阵 . 


姑 1.( 中 国 科学 院 } 求证 :不 存在 正 葡 阵 4 ,如 ,使 下 = 由 + 闽 . 
证 ”用友 证 法 . 若 疗 在 am 阶 正 交 阵 4,8 使 


42 = 4B + 下 . 全 
那么 “由 促 式 有 
4 百 = 4 上 -L， 岂 
4f 由 -是 ) = 亚 
心间 -下 = 则 152. 坊 


由 于 4 ,六 是 正 变 阵 ,从 而 到 ,号 -1 也 都 是 正 交 阵 ,它们 的 积 妇 呈 -是 正 
交 阵 ,此 即 4 + 站 是 正 交 阵 ,类似 由 侠 可 证 4 - 中 是 正 交 阵 ， 
下 =《 生 十 轴 ) 和 十 晤 ) = 2 瑟 十 才 旦 十 再 表 世 
=(4- Bf4- 奋 ) =25- 4 日 -有 4 辑 
二 + 二 得 
2 总 =4 瑟 .到 盾 , 证 结论 . 
362.1 东 北 工业 大 学 } 证 明 : 正 交 阵 的 特征 值 的 模 等 于 1 
证 设 4EC”", 若 44= 五 , 称 4 为 酉 和 纸 阵 
当 4 是 正 交 阵 时 ,4 必 为 酉 所 阵 
下 证 : 西 拭 阵 的 特征 值 的 模 等 于 1.( 从 而 正 交 阵 的 特征 值 的 模 等 于 1). 
任 取 酉 矩阵 4 的 一 个 特征 值 , 其 相应 的 特征 向 量 为 。， 


如 = 和 (4 如 )= 【和 太古 = 和 全， 四 
怨 左 条 中 得 
aa oa 如 aa= 1 aa 动 
ae 关 0 wa 天 0, 从 图 式 两 边 消去 ae 
= ,=1. 


363.1{ 南 开 大 学 证明 : 正 交 阵 的 实 特 征 值 唆 能 是 1 或 -1 
证 设 4 为 正 变 阵 ,4 是 4 的 特征 值 , 由 上 题 知 
AI=1 当 、， 为 实数 时 ,1 = 十 让 . 


高 葡 代 数 蚌 解 精 入 


364. [武汉 大 学 ,2000 年 ”上海 交通 大 党) 证 4 为 请 阶 实 方 阵 ,44= 
E,t41= -1 ,请 证 明 :14 + 匹 | = 站 
证 法 1 14+ 吾 1=14+ 测 4 = 要 + 机 是 141= 一 1 及 十 几 站 
= 一 人 如 + 轴 | 
214++ 电 | =0, 有 由 14+ 罗 | = 由 
证 法 2 …44= 瑟 ,4 是 正 交 阵 ,重症 为 站 的 全 部 特征 值 ,出 
1 
因而 4 的 特征 倡 分 3 类 :1, -1 或 omg+ ising( 其 中 日 关上 各. 
由 于 1 人 轨 - 4 是 实 系数 多 项 式 ,其 复 根 成 对 , 缉 若 有 141 = cosg + jsing， 
必 有 aa = enosg- ising, 从 而 42=1 买 
141 = 0 
又 由 于 ial= ~t 因此 4 的 特征 值 不 可 能 只 会 是 ] 和 ooat iaing, 必 
有 - 1 作为 特征 蔓 , 从 而 
民 - 遇 五 -41=0, 此 即 【一 1 有 +41=N0 -1E+4T0. 


365.( 中 国人 民 太 学 ,华中 项 范 大 学 } 著 正 交 阵 4, 有 145= -1, 则 4 
有 特征 值 - 1， 
证 人 一 旨 关 -4 二 【一 ])9 且 4 =(-])2144 + 出 
= -Ts141 本 十 百 |=( -1 古 + 及 媳 
从 等 式 外 中 四 出 


【一 1)*1 瑟 +4i=[- 人 sd+ 吕 | 
21 呈 + 才 | = 站,1 王 二 由 = 总 
-人 一 1 五 -大 [=( -Et 瑟 + 风 =， 
即 证 《 -已 是 4 的 特征 值 . 
365.( 华 中 师范 大 学 , 1995 年 】 在 欧 氏 空间 了 是 ,4 是 第 二 类 正 交 恋 
换 , 证 藤 ; -1 是 4 的 一 个 特征 昔 ， 
证 取 Y 的 一 组 标准 正 交 基 6 … ,已 : 县 4 在 这 组 基 下 矩阵 为 上 ,由 
于 4 是 正 交 变换 ,所 以 4 是正 变 阵 ， 
叉 阳 于 4 是 第 二 尖 正 交 变 搞 ,… 141= -1 由 上 题 知 f - 日 是 4 的 一 个 
特征 值 ,从 而 它 也 就 是 4 的 一 个 特征 慎 {…4 与 4 有 相同 的 特征 值 )， 
367.( 山 家 工业 大 学 ) 设 4 是 奇数 阶 的 正 交 阵 ,141 = 1, 证 庆 :4 有 特 
征 值 ]. 
证 11:5-4I=144-4T=14 一 吾 |-141 
=[【 -1"| 玉 -= 一 1 一 441， 
21 瑟 ~ 站 =0D0, 即 1 号 =- 45= 站 ， 


高 等 代数 到 解 精粹 


即 证 1 是 4 的 特征 值 ， 
368.1! 中国 人民 太 学 )】 设 4, 中 都 是 m 阶 正 交 阵 , 且 141= - 1 号 上 证 明 ; 


14+ 电 | = 


证 4, 吾 是 正 交 阵 ,… 好 -也 是 正 交 阵 , 且 
_ [号 刘 

| 4 如 人 

图 第 365 是 知 5 - 1) 是 4 嫩 - 1 的 特征 值 , 妇 


性 = 人 -二 下 -4 了 -11=7Y-1)s1BB-1+ -= -1 有 1 有 | 


1 号 1 = 土 1,.， 上 4 十 右 | = 站， 
369.( 华 中 师范 大 学 ) 设 4 ,都 是 n 阶 正 交 阵 , 且 15| = - 1, 证 明 : 秩 
《 几 + 五 )” 乓 1. 


证 由 上 题 的 14+ 品 | =0 … 秩 (4+ 昌 ) 二 nm 从 而 秩 (4+ 瑟 "过 1， 

310.1 武 汉 大 学 ,1999 年 ) 设 正 交 矩 阵 了 是 三 角形 拖 阵 ,证 明 了 是 对 
角 乱 阵 , 并 问 对 角 元 是 什么 ? 

证 设 正 交 阵 了 为 上 三 角形 { 至 于 是 下 三 角 阵 ,类似 可 证 ) , 即 


二 1] 冯 早早 里 上 


性 心 和 相 
人 人 = 十 
由 第 1 列 与 第 2 列 正 交 ,… bit=0,…rp=0， 
类 要 可 证 5 = 人 【=2 ,nm)， 
再 由 知 关 ,第 2 列 与 其 它 各 列 正 交 ,，… ia = 人 (二 =3 1) 
这 样 继 续 下 去 ,可 证 三 = 07> 门 从 布 
8 
7 - 
fm 
为 对 角 饿 阵 再 册 吕 =] …= 土 1. 即 了 的 对 角 元 为 1 或 -1 
371. (武汉 大 学 ,2000 年 ) 设 实 对 称 矩 阵 4 阶 有 特征 根 的 模 都 是 1， 
请 证 明 :4 为 正 交 生 . 
证 ”存在 正 交 阵 了 ,使 


高 痘 代 数 题 解 精 四 


及 = 了 了 “ 了 直 


其 中 1, 为 4 的 全 部 实 特征 根 ,而 141 = 1, 由 于 实 对 称 阵 的 特征 根 均 
为 实数 ,…i=1 或 -1 (= 1 2 6) ,不 入 设 


由 于 7 为 正 交 阵 ,所 以 7 也 是 正 交 阵 ,| 也 是 正 交 阵 ， 


3 个 正 交 阵 之 积 仍 为 正 交 阵 ,所 以 4 为 正 交 阵 . 

332 .1! 复 昌 天 学 ] (1 车 4 是 上 阶 方 阵 , 广 足 要 -4+ 呈 =T0, 问 4 是 祷 
匆 阵 ,还 是 疾 萄 阵 ? 并 说 明理 让 . 

2) 车 4, 昌都 是 n 阶 正 交 和 阵 , 旦 41= -181, 间 4+ 电 是 满 秩 阵 , 述 是 
降 秩 阵 ”并 说 明理 由 . 

解 (1) … 开 =44- 瑟 1=14144- 瑟 1 此 即 141 尖 0 … 放 是 满 裕 
阵 . 

t2) …141= -| 了 | ,出 第 368 题 知 14+ 呈 1=0,…4+ 开 是 降 笠 
蚂 . 

373.({ 南 京 大 学 | 设 4 为 唱 阶 实 对 称 阵 ,3 为 上 阶 实 反 对 称 阵 ( 即 $ = 
-3), 且 4 嫩 = 列 ,4-3 为 铜 穆 宅 阵 , 试 证 :{4+ 804- 3) -为 实 正 交 拖 
上 阵 ， 

证 4,3 为 实 矩 阵 ,…4+S 都 是 实 算 阵 .又 (4 - 3)-1= 二 (4- 
3 .…(4- 3 -1 也 是 实 矩 攻 , 从 而 (4+ 95)(4 - 3) -为 实 矩阵 . 

民 丽 + SS 站 (+3 六 -3 1 

=[(4-S7] -4+STT4+ SN- SI 
=【 几 十 芝 ) -1 号 人 于 呈 扩 册 -31 

SS)=(d4 5S)4+S)， 

将 四 代 人 吓 

(4+SM4-S Ad+TSIA-S) 1I= 焉 ， 

.fd4+Sid- 5 1 是 正 变 阵 . 

374.{ 武 汉 大 学 ,1997 年 上 求 正 交 变 摘 ,寻求 正 交 和 夫 阵 了 , 使 挛 换 


王 ? 


外 喇 


高 千代 煞 题 角 烩 粹 


化 实 二 次 型 
我 了 = x+ 好 一 4 g2 一 站 xxg 
为 标准 凶 { 即 平方 和 }. 
肖 【Il) 写 出 此 二 次 型 的 矩阵 


2 一 人 必 
凡 = | -> 1 一 1. 
心 -< 好 


{2) 于 出 4 的 特征 值 
-4lI== (TOA+20-4， 
4 二 1,Ao 一 了 ,A3 二 寸 . 
【3) 求 出 相应 的 特征 向 和 量 
当 14=1 时 ,由 {《-4)x=0, 节 解 齐 次 线性 方程 组 
一 区 十 卫 乱 ] = 必 ， 
[> + 2x3 = 昌 ， 
2Y2 十 4 关 昌 . 
得 基础 解 系 ( 却 为 特征 向 量 ) eli = 人 2,I, -27. 
当 1= -2 时 ,由 (- 2 巨 -4)xz=0, 即 解 方程 组 
一 441+ 了 3 = 昌 ， 
2x， - 3xz2+ 2x3 =0， 
4 ~- 2xX3 二 曲 ， 
得 基础 解 系 { 即 特征 向 量 ) es = (1,2,2) 
当 14=4 时 ,由 (4 关 - 4x=0, 即 解 方 程 组 
了 %1 十 立 区 3 = 昌 ， 


了 芝 1 十 汪 十 宫 二 曲 ， 


2YWz 二 二 x3 二 自 . 
得 基础 解 系 [ 即 特征 向 量 ) as = {2, -2,177 
(3) 正 交 单 位 化 

由 于 sivaayaa 已 经 正 变 ,只 单位 化 即 可 , 念 


人 -了 

3 入 
三 和 
训 =Tela= 3 :内 = ze 3 

2 了 

3 3 


[= 
5 
| 


| 一 wo jh 


浆 代数 媳 角 精 入 


念 7 = (有 ,及 .及 ), 则 了 为 正 变 阵 . 


(4 作 正 交 变 换 化 为 标准 形 
今 正 交 变换 
二 之 
冯 ] 了 1] 
1 2 2 
二 和 | 
加 2 2 1 | 好 
”了 池 3 
那么 away 237 = 证 -23+4 人 二. 
注 _ 本题 是 比较 详细 地 写 出 了 解 题 步 隘 和 全 过 程 ,以 后 各 题 不 再 如 此 ， 


只 荀 单 给 出 解 东 
375. (北京 大 学 ,1992 年 ] 《用 正 奖 变 换 将 二 次 型 
岂 5 752， 4 = 2 好 十 2 一 寻 一 史实 区 2 一 导 汪 ] 天 3 二 十 2 和 3 
化 为 平方 和 形式 ,并 写 出 所 作 的 变换 ; 
区 写 出 上述 闷 z,z) 的 规范 形 . 并 说 明 其 秩 、. 正 负 惯性 指数 和 符号 差 . 
解 (了 切 设 此 二 次 型 的 矩阵 为 4, 则 


2 一 4 ~ 了 
骨 宇 | 一 得 了 了 
一 了 2 -1 


LE-4I=ftR+2P0 -= 2 了 
当 = -2 时 得 特征 向 量 
a1=( 11.0P az=(t1l, 一 1 437 

当 = 了 时 ,得 特征 向 量 as 【一 2.2,1 广 . 
将 它们 单位 化 得 

-1 

w 18 - 

1 

:而 让 请 本 生 


疝 


| 于 wj ja 


人 
v]g 
再 令 了 = (让 , 访 , 房 ) , 刚 了 为 正 变 阵 .再 作 正 交 变 换 


高 葡 代 数 蚌 解 精粹 


机 3 
本 

| 2 Y 1 | 
-了 了 了 

光 2 | 三 VA 误 3 Ja 1， 

] 了 3 
人 
vv]8 3 


则 天 xyxzyxs)= 294-2 坟 + ?7 天 中 

(2) 由 吃 式 可 知 7 的 规范 湛 为 

Faxiyxaywy)= 一 巡 - 王 + 地 . 

并 由 吃 式 知 

了 的 正 惯 性 指数 =1, 的 负 惯 性 指数 = 2， 

了 的 穆 = ( 正 惯性 招数 ) +【 负 惯性 指教 ) = 3， 

了 的 符号 姜 = ! 正 惯性 指数 ) -( 负 人 惯性 指数 ) = -- 1 

376.{ 华 中 师范 大 学 ,2001 年 } 用 正 变 线 性 替换 化 二 次 型 
所 = 

为 标准 形 ,并 写 出 所 作 的 正 欧 线性 替换 . 

解 ” 设 此 二 次 型 对 应 的 拭 阵 为 4, 则 


1] 一 人 改 
由 =| -2 了 -| 
癌 -了 了 


1 及- 41= (AT+1NA 一 2 -5 1 三 5 
当 =1 时 ,得 特征 向 量 mi = (2.2.17. 

当 4=2 时 ,得 特征 向 量 mm=(-2.1.2)7. 

当 4=5 时 ,得 特征 向 量 as=({ -1 2, -2 


再 单位 化 得 = 地 (2,2,1 ,由 = 二 (-2.1.2)7 启 = 工 (-12,- 


2 
信 了 =《 馈 启 记 ) 则 了 为 直 记 阵 ”再 首 正 交 线 性 赴 换 为 


| 中 | 一 wj 


一 一 一 一 一 
避 划 贞 
L__ 二 | 

旧 
由 | 一 让 | 
ui wajta 四 这 


So 


那么 扎 xiyxzysj < 一 二 +2 扫 + 全 ， 


高 等 代数 二 各 铺 和 料 


377.( 上 瘤 交通 火 学 ”天津 大 学 ”华中 工学 院 ”华南 工学 院 ”西安 交 
通 大 学 ”浙江 大 学 ”南京 工学 院 ” 险 尔 滨 工业 大 学 ) 设 二 玖 型 
所 < 和 YE 一人 2 322 二 2 
试 将 其 化 为 标准 形 , 并 写 出 所 用 的 正 奕奕 搞 ， 
解 ” 设 此 二 次 型 矩阵 为 4, 则 


2 1 0 
-| 2 | 
003 
可 苗 得 
LE- 上 =(L-320A-1 = 二 3,23= 上 . 


当 4=3 时 ,得 特征 向 量 为 ai= (1;00 es = 10,0，1， 
当 A=1 时 ,得 特征 阿 量 2= (1 -07 . 


将 它们 单位 化 得 
1 1 
呈 | ， ro 本 
户 =| -| 中 。- 上 
2 1 + 
癌 心 
他 了 =( 记 :名 , 岂 ), 则 了 为 正 交 阵 , 作 正 交 变 换 
? 上 
| 捷 石 区 
加 于 0 二 ， 
5 了 4Ln 
0 1 夏 
出 扎 21032，29] = 3 于 +3 二 + 妊 . 


378.{ 北 京 工业 学 院 , 华 中 师范 大学 ,1993 年 1 设 


2 2 -2 
<-| 了 5 - 直 
-2 -4 5 
求 正 变 阵 了 , 恒 T47 为 对 弟 阵 . 
解 1a5-4=f-i2A-I0，.…A=i=1ua=I0. 


当 i = 时 ,得 特征 向 量 sj={ -2.1.0) ,ca= (1.2, 守 ) 
当 》 = 10 时 ,得 特征 向 量 as= ( 方 ,, -17 


商 奏 代数 旦 钥 精 粹 


单位 化 得 
2 -去 
之 V 特 3 
二 2 
局 = 了 工 |, 员 = 本 :* 遍 = 全 |， 
-5 
履 /大 汪汪 


全 了 = (有 记 , 记 ) ,出 了 为 正 交 阵 , 且 


1 
了 4 了 7 = 1 : 


注 “把 实 二 次 型 用 正 交 变 换 化 为 标准 形 , 以 及 用 正 交 阵 把 实 对 称 阵 合 
网 成 对 角 阵 .这 两 者 从 本 质 上 说 是 同一 回 事 ， 


379. | 高 数 一 , 商 数 二 ,1993 省 ) 已 知 二 次 型 


Us aas83 = 2 二 3 二 30 +2axiwi fa > 0D) 作 
通过 正 交 变换 化 成 标准 形 = 凤 + 2 和 + 5 地， 
求 参 数 e 及 作用 的 正 交 变换 ， 
名” 设 / 在 外 式 中 对 应 的 矩阵 为 4, 则 
20 0 
凡 = | 了 | 二 
夏 如 3 
再 使 所 求 正 交 柴 阵 为 了 ,由 题 设 和 
】 
rr| 了 | 二 …141=10. 二 
刁 


让 四 知 141=2(9- a2)， 
由 芭 , 包 解 得 a=2 或 = -2 舍 去 ) 
200 
| 
用 和 
由 全 知 4 的 三 个 特征 值 =1,12=2,33=5. 
当 4=1 人 , 得 特征 向 量 ma = (0,1, -])， 
当 4=2 时 ,得 特征 向 量 为 ms = (1,0,0) ， 
当 *=5 时 ,得 特征 向 量 为 as= (0 ,17. 


高 将 代数 题解 精粹 


得 单 位 化 得 
六 
1 工 
向 = 好 | 让 = ja = | 72 
了 工 0 1 
呈 2 
作 正 交 变 换 


刚 = 放 +21345 计 ， 
380. [高 数 一 ,1998 年 ) 已 知 二 次 曲面 

2 + 
可 以 经 正 交 变 换 


化 为 酉 阅 柱 面 方程 有 +4 包 =4. 求 上 ,5 的 值 和 正 交 矩阵 忆 . 
解 设 
成 gey 
且 了 对 应 的 矩阵 为 4, 则 
1 1 
二 = [ 三 | ( 心 


1 1 1 
再 设 
和 
对 应 的 矩阵 为 中, 刚 
0 
环 司 
二 


… 骨 与 娃 相 髓 4 与 号 相同 的 特征 值 ,1 = 0,142 = 1 ,33 =4. 
将 1=0 =1,43=4 分 别 代 人 人 1-441=0. 


高 等 代数 题解 销 往 


可 解 得 e=3, 岂 =1， 


1 it 1i 
=|1 3 1|. 
] 1 ] 


汝 4=0 时 ,得 特征 向 量 mn= (010, -1)”， 
当 #= 1] 时 ,得 特征 向 量 aa= 人 1l, -1,1) ， 
当 )=4 时 ,得 特征 向 量 oa =(1:2,17 - 


将 它们 单位 伐 得 
1 1 
工 了 上 上 
细 | 让 
房 三 人 尼 拓 | 一 本 罗 王 有 
5 1 1 
9 万 元 
则 所 求 正 变 阵 尸 泳 
上 了 
师 本 拓 
P= (pv,BrpJ =| 9 - 方 半 | 
1 
本 丁 
381.( 高 数 三 ,199 年 , 翔 北大 学 ,2001 年 设 二 次 型 
了 = 对 + 岩 + 答 +2aowlxa + 证 YY， 人 


公正 交 变 换 第 = 辣 化 咸 上 = 好 +2 他 ,其 中 年 一 Kx%1，%2y%a)7， = 《了 1 >， 
9 是 3 维 列 向 量 ,P 是 3 阶 正 变 矩 阵 , 试 求 常数 ,有 . 
解 ” 设 由 全 式 表 达 的 二 次 型 邱 阵 为 4, 变换 忆 后 的 二 次 型 矩阵 为 晴 . 那 


么 下 - 呈 : 扣 
1 da 出 
-|， ] | 】 | 
1 8 1 之 


1 和-4I= 旭 -314+(2- 吧 - 康 )A+fa- 有 2， 
1 AM 玫 一 吾 1= AAA 一 一 2 一 一 3342 十 全 和 
= 有 -中 由 轩 , 全 两 式 得 
| 
(aa -有 = 日 


台 伟 


高 普 代 数 旺 解 精 粹 


解 得 rw=0,8=0. 
382. [上海 交 到 大 学 ) 用 正 交 变 换 , 将 二 次 曲面 
2 寻 + 瑟 +5 妇 +4xlx3 一 二 zx 一 8xzoxs=] ( 心 
化 为 标准 形 . 
解 令 中式 左 端的 二 次 型 为 乒 电 ,经 ,四 ) 其 相应 虐 肚 为 4, 则 


证 
4=-| 2 5 -4|. 
二 2 本， 污 


LE-4= -人 -1204-]0 = 加 =1.3=10. 
当 4=1 时 ,得 特征 向 量 al = (0,1 1 ,ez=(f 一 4,1.- 二) 
当 1= 雪 时 ,得 特征 向 量 as:=(1.2. -2 . 
由 于 eazayas 马 购 正 区 ,再 单位 化 得 
2 
vv 志 


月 =|y2|, 让 = -|, 矶 = 


yY 1 
Y2 |， 
和 
则 上 而 二 次 由 面 中 变 为 他 + 好 + 可 既 =1, 它 表示 一 个 旋转 桶 球面 ， 


383.( 武 汉奸 村 工业 学 院 } 设 4=| 人， 


1) 求 正 交手 阵 哺 , 使 挛 4p 成 为 对 角 阵 ; 
【2) 录 4 必 (a 是 正 整 数 ). 
解 (1 BE-4I=(1-30a+T =30a= 一]. 


当 1=3 时 ,得 特征 向 最 ai = 呈 本 


r 一 一 一 
贞 上 
让 
1 
各 | 一 
【 1 
引 到 
名 名 
ma wa 同 | 


高 苯 找 数 是 和 州 精 栖 


万 “ 
3 有 
Pip-[2 


《2 由 上 两 心 式 有 《〈… 户 = 疡 - 
人 3 站 
忆 Ap=| 
3 0 二 
| =z[ 中 -| 并 
其 中 c= 工 + 


1 1 如 
3 细 4. [高 数 三 ,部 数 四 ,2001 第 设 拭 阵 4=i1 a 小 
Ga 1 1I 
已 知 线性 方程 组 4 姑 = 有 有 解 ,但 不 唯一 , 试 求 
te 的 值 ; 
(2) 正 交 短 阵 ,使 CO4R8 为 对 角 阵 . 
解 (1 141= -人 a-12a+2), 当 141zx0 时 4 有 了 唯一 解 
GE=1 或 -2， 


1 1 1 本 t 
当 a=1 时 1 | -| | 无 解 . 
1 ] 1 八 吧 冯 几 


aa= -2 可 证 此 时 有 无 穷 歼 组 解 ) 


1 1 一 4 
{3h 本 = ] 一 2 ] |， 
一 他 1 1 


1 一 41=A 人 AAA-3i+3) =Di=3 = -3. 
当 4=0 时 ,得 特征 向 量 ai= (1,1,1)7， 
当 14=>2 时 ,得 特征 向 量 oa = (1,0, - 17， 
当 4= -3 财 , 得 特征 向 量 za= (1, -2, -中 
将 它们 单位 化 得 


| F 0 7 
{],1,1) "入 = 万 (10， ]4 , 房 = 


工 |, 
包 = 态 人 2 


元 


高 普 代 数 是 解 精 昼 


再 令 上 = ( 角 , 应 ,出 ) ,出 为 正 交 阵 , 且 


ooroe| 3 | 
3 


1111 4 0000 
， 1 1 1 4 0890D00n0 
385.( 商 数 一 ,2001 年 设 汪 = 和 县 汪 人 ,出 
11I11 0000 
4 与 呈 ( ) 
《A) 合 同 且 相 似 (B) 合 同 但 不 相似 
【C) 不 合同 但 相似 (D) 不 合 间 下 相似 


答 :(A)，…4, 刁 都 是 实 对 称 孟 , 昌 有 4 个 特征 值 为 
41= 4 二 4 一 属 ,44 二 本 
1 下 -由 1= 243 一 4)， 
也 有 4 个 特征 值 6,0,0,4. 
因而 存在 正 交 阵 了 , 克 , 使 
夏 
四 = 本 = 呈 1875 
二 
= ,其 相 了 = 和 Fr 二 
再 由 于 六 ,入 是 正 变 阵 ,… 了 为 正 交 阵 , 即 了 1 = 严 , 由 名 式 得 
4=Y 和 37 … 几 与 召 侣 同 故人 选 {A)， 
386.( 中 国人 民 大 学 ,1991 年 证 明 : 实 答 阵 4 的 特征 值 全 为 实 散 的 充 
槛 条件 是 存在 正 交 矩 阵 0, 使 &-140 为 三 角 和 矩阵 . 
证 由 于 三 角 算 阵 有 上 三 角 阵 与 下 三 角 阵 两 种 , 为 确定 起 见 ,这 里 设 为 
开 三 和 阵 ! 至 于 二 三角 阵 类 似 可 证 )， 


先 证 充分 性 , 设 
由 | 区 
ww 48 = | 岂 
站 忆 


由 于 4 和 所 总 ”人 下 DIE 下 员 ,由 四 式 知 所 以 4 的 
特征 值 广 ,所 全 为 实数 . 
再 证 必要 性 , 设 1 为 机 所 有 不 同 的 实 特征 值 { 盏 汶 其 中 可 能 有 


评 和 车 代 数 朵 解 畏 御 


重 根 ) ,从 而 由 若 当 定 丕 存在 实 可 道 竹 疡 ,使 


几 
有 P-14P = | “， | ,过 
了 


1 
其 中 卜 = 人 (二 = 23， 
4 
由 于 已 是 实 可 道 阵 , 从 而 存在 正定 阵 避 ,$ 为 实 可 道上 三 角 阵 ,使 得 
忆 = 05 二 
将 印 代 人 加 得 5 80-1408= 册 0 多 =38- 二 


-3 是 上 三 削 阵 ,.… 3 -1 也 是 上 三 贡 阵 ,yy 是 若 当 形 和 矩阵 ,也是 上 三 角 
阵 ,而 上 三 角 阵 立 积 为 上 三 角 阵 ,所 以 2WS-1 为 上 三 角 阵 . 即 证 必要 性 . 
387. (长 蹇 地 质 学 院 ) 设 有 二 阶 抵 阵 


1 的 攻 1 


2 甩 0 
试 分 别 将 它 打 用 正 交 矩阵 化 为 对 角 和 矩阵 ,并 求 正 交 抱 阵 P, 使 
PT4P= 且 . 
解 人 1) 115 -4I=(-3)004+H =30= -1 
将 
仿 求 可 求 正 交 阵 站 则 Pr4m=[。 人 中 
石 而 
【2 1 严 - 呈 [=(P-3I+1) =372= 一 1. 
-可 上 工 
2 2 3 中 
也 可 求 正 交 阵 “ 疡 = | 更 Fap=[ 由 
演 : 本 
当中 ,从 得 
Pi = 让 15P 《PICPPrI7= 且 ， 二 
他 户 = PP 1 , 则 
j -3 1 + 
已 = 一 , 则 为 正 
了 | 的 
且 由 国 知 ”站 4P= 晤 . 


商 亚 代数 题 钟 精粹 


388.({ 南京 大 学 】 设 后 …) = 五 4 是 一 个 实 二 次 型 11 
是 4 的 特征 多 项 式 的 根 , 且 
41c 叶 42 呈 人 莹 如- 
证 明 :对 任 一 XE 下 ,有 
1 直下 芝 下 4 之 册 和 十 ， 
证 ”存在 正 交 阵 了 使 


41 
4 了 了 = | | 
由 


那么 作 正 交 变 换 丰 = 27 使 
拓 3 有 4 
= 有 和 语 二 二 二 由 
但 区 和 窒 + 二 办) 和 帮手 二 二 各 二 和 (十 闪 )， 
17 成本 
但 和 再 =fTTY) (7 了 ) = P 下 TY= 玉 了 . 
将 号 代 人 加 


由 电 


站 相生 莹 所 宇和 区 
389.! 内 蒙古 大 学 ] 求 函 数 
性 
在 实 单位 球面 上 :2+ 好 + 呈 =] 达到 最 大 值 与 最 小 值 ,并 求 出 达到 
最 大 值 与 最 小 值 时 工 ， 所 取 的 值 ， 
解 ”由 上 三 知 
让) 人 
其 中 晤 ,4 分 别 为 4 的 最 小 特征 值 与 最 大 特征 值 ,其 中 4 为 上 对 应 的 


矩阵 . 
4 了 一 站 
:| 工 ] -3 
-4 -了 3 
可 算得 


|-4I=t-ltaa-tioa+ly 
群 =5-2J6,4=11=S+2 
当 1=5+2V6 时 ,得 特征 调节 ai=(-1.2-A 上 ,1 ， 
单位 化 得 


南 普 代数 是 证 精 炎 


hn = -一 【一 12 一 ,1 ， 


w 12-4 吴 
当 1=5-245 时 ,得 特征 向 量 ai=(-12+2,17 ， 
单位 化 得 

1 
= 【一 12242177 
w+442 
当 (z,y ,= 一 二 一 (-12- 居 ,站 时 ,有 最 大 值 
w 12-4w6 


站 xyiE)1=3S+2V6. 


1 
当 [x,y,z)= (~- 1,2+y2,1) 时 ,有 最 小 值 
号 + 本 


拒 和 Y =5-246. 
390.( 成 都 地 质 大 学 求 出 二 区 型 


as) = Cr 3 
在 条 上任 人 达 + 邓 + 巡 =1 之 下 的 量 大 值 与 最 小 值 . 


解 所 各，xay%3) 二 一 于 十 +373 二 dzw 十 人 153 ， 


设 了 对 应 矩阵 为 4, 则 
-101 
,| 1 | 
1 2 3 
可 算出 


1 4 玉 -41= AAA2-34 6)， 
辐 = 0 = 3 六 王强 


由 第 388 题 知 FIx1 ay is) 站 +2+ 和 =1 下 的 最 大 值 为 
3*+ 亲 全 ,最 小 值 为 3 交 到 


391.! 南 京 大 学 设 4 是 一 个 ixn 的 实 对 称 阵 ,1 和 1 分 别 是 其 最 
大 特征 值 和 最 小 特征 值 . 试 证 明 : 


证 “由 本 池 第 388 题 知 


高 警 代 数 王 解 精 入 


用 汪 和 和 区 半 ， 
当 x*z0 时 ,zc 到 有 


< 作 <. 册 
再 证 u,an 对 应 特征 向 量 分别 为 ax: 和 ms , 则 
加 1 = 416 
2 14dal = 让 1a 301 
.1 =14l 
0 二 
由 他 , 雪 即 证 
ie 
古 虹 下 下 
2 下 
类 似 有 = Cnden 二 


任 mn 
由 由, 合 即 证 
了 “4 
4 克 
下 性 
392. 【清华 大 学 ,大 连 工学 院 】 “元 实 二 次 型 F-= jn4 
其 中 天 = (sx ,证 明 ， 
7 在 条 件 写 二 = 1 下 的 最 大 蔓 最 小 值 分 别 恰 为 4 的 最 大 特征 值 与 最 小 特 
征 值 . 


证 出 上 题 作 式 
Pa 三 41. 翅 
Tan hn. 去 
再 取 为 的 单位 特征 疝 量 。= (cc 
刚 ada=3iere= ai 全) 
由 轧 , 专 ” 孝 证 
masf = 1 


此 似 可 证 = jn- 
393.1 北 京 邮 电学 院 ) 设 是 非 党 的 维 实 列 向 量 ,证 明 :下 - -2.oo' 为 
正 奖 阵 . 
证 殖 - 二 ourc 癌 *", 且 
区 攻 


高 壮 代 煞 题 韩 畏 入 


(百子 ear) (有 -aa)= (下 莹 oo)( 瑟 -二 ao) 
cea 人 a'g Ge 
人 
在 区 【ar 芝 季 各 人 
304 .1 西安 交通 大 学 ) 设 4 是 上 级 反对 称 阵 , 证 明 ， 
【1 当 为 奇数 时 ,141=0; 当 于 为 偶数 时 ,141 是 一 实数 的 完全 平方 ; 
(2)4 的 秩 为 偶数 . 
证 ”上 先 证 若 4 是 尺 对 称 话 , 刚 有 在 实 林 这 隆 7 了 ,使 


一 1 号 


用 数学 归纳 法 , 当 ma=1 时 ,4= (0), 缚 论 显然 成 立 . 
当 m=2 时 4= | 2 者 aa=0 时 ,结论 成 产 . 


若 。z0 对 候 作 初叶 变换 第 2 行 条- ,同时 第 2 列 也 乘 十 , 即 


站 - 全 


即 4 与 [ _， ,] 合同 .结论 成立 
好 纳 很 设 结论 对 mn 二 上 时 成 立 ， 站 


0 区 1 如 二 全 1 
一 灾 生 下 1 

和 
一 了 1 一 62 的 人] 

一 1 二 4 一 Sa ”全 1 如 


如 果 4 的 最 后 一 行 ( 列 ) 元 素 全 为 零 , 则 由 归纳 很 设 这 结论 已 经 成 立 ， 
个 然 经 过 行列 同时 对 换 , 可 设 aa.esz0, 那 么 最 后 一 行 和 最 后 一 列 同 乘 


高 等 代数 题解 精 入 


0 他 12 0 
一 在 1 心 本 
-at -et 1 
二 上 二 加 人 一 如 
再 利用 1, ~- 1 对 侦 作 变换 , 则 4 合同 于 
岂 了 2 1 站 明 
一 0 0 0 
一 和 0 0 0 
站 他 心 性 
站 总 2 个 =- 恬 
由 归纳 假设 知 - 1 上 阶 反 对 称 阵 
| 
| | 
与 
站 
一 自 i1 作 
属 
合同 .从 而 4 全 网 下 
1 
三 二 
姜 1 
下 履 
站 
站 
和 1 
-1 人 心 
再 将 最 后 两 行 两 列 变 换 到 前 面 去 , 便 知 并 论 对 m= +1l 也 成 立 , 即 他 
式 成 立 . 
(0) 当 n 为 表 数 时 ,G@ 式 右 映 不 可 能 全 着 | “这些 块 , 必 合 
二 131 三 申 ， 


当 于 为 偶数 时 , 若 由 式 石 端 售 0, 则 141 =0= 亚 , 若 中 式 右 端 不 洁 0, 则 


玄 得 代数 通 散 精 粹 


-1 0 


则 | Mr 1 | = 17IP, 绪 论 也 咸 立 
【2) 设 中式 成 立 ,去 掉 那 些 为 恬 的 子 拭 阵 , 则 


U 1 
-1 0 
区 (347= 符 ， = 偶数 . 
石 1 
-1 心 
3 正定 二 次 型 
【考点 综述 ] 
1. 正定 二 次 型 


{《 1) 设 实 二 次 数 让 2 和 = wd, 其 中 本 = 玫 那 各 下 面 几 个 条 件 
都 是 正定 二 次 型 的 等 虱 条 件 ， 

(1 对 任意 实 向 量 cc = (orzD 都 有 天 站 ee 如 > 

《2 的 正 避 性 指数 与 秩 都 等 于 nm. 


全 
| 本 jscc 
二 


(4)4 的 特征 值 全 为 正 . 

{5)4 合同 于 豆 ， 

(54 的 一切 主子 式 都 太守 间 . 

{74 的 - 切 呈 序 主子 式 都 大 于 浊 ， 

{ 和 当 挛 zs)= 交 必 是 正定 二 次 型 时 , 称 4 为 正定 阵 , 因 此 上 面 
这 些 条 件 也 是 正定 阵 的 等 价 条 件 . 

2. 负 定 一 次 型 

( 1) 设 实 二 次 名 所 op 和) =#d, 其 中 本 =4 那 么 直面 半 个 条 性 
都 是 负 定 二 次 型 的 等 价 条 件 


了 


高 等 代数 是 解 精粹 


{ 二 对 任意 实 向 和 量 ”= 【cp 站 都 有 丰 = ec 
(2)18fx pm 罗 )=( -dr 是 正定 二 次 起 ， 

《3 的 负 惯 狂 指 数 与 秩 都 等 于 rm. 

{4} 存 在 实 可 道 阵 了 ,使 


而 
rr| | 古 二 DIE= 1 2 


【5)4 的 特征 值 全 为 负 ， 

【64 合同 于 - 吕 . 

(3)4 的 一 切 奇 数 阶 主 子 式 都 小 于 0, 一 切 便 数 阶 主子 式 都 大 于 0， 

《84 的 一 切 奇数 阶 顺 序 主子 式 都 小 于 0, 一切 偶 数 阶 蚌 序 主 子 式 都 大 
于 省 

《TD) 当 大 sp 和) = 和 必 是 页 定 二 次 型 时 , 称 4 为 负 定 阵 , 因 此 上 述 
条 件 也 是 负 定 阵 的 等 价 条 件 . 

3. 半 正 定 二 次 型 

( i) 设 实 二 次 型 关切 二 = 和 下 ,其 中 本 = 那么 下 面包 个 条 件 是 
半 正 定 二 次 型 的 等 肯 条 伯 

{ 昌 任意 实 向 其 m = (pe 都 有 并 ee) = ee 本 三 由 

(2 的 正 惯 性 指数 与 秩 相 等 

13) 有 实 可 着 阵 7 ,使 


好 
rr-| ja sauctac 
于 


{47 有 实 窍 阵 量 , 使 4 = 六 五 

(5)4 的 夺 有 特征 值 都 不 小 于 0. 

(6)4 的 所 有 主子 式 都 不 小 于 0. 

1 当天 2 和 5)=4 是 半 正 定 二 次 型 时 , 称 4 为 半 正 定 阵 ,因此 
上 面条 件 也 是 4 的 半 正 定 阵 的 等 价 条 件 ， 

4. 半 负 定 二 次 型 ,类 似 半 正定 阵 可 以 表述 ! 略 ). 

5. 不 定 二 次 型 (日 设 实 二 次 型 所 as) = 吉本 ,其 中 机 = 4, 若 存在 
两 个 实 向 芋 (e pp 训 ) 秋 (而 ,十 ) 使 所 cy>0 旧 天 了 和 )<0 

则 称 /为 不 定 二 次 型 

{2) 不 定 二 次 型 的 垂 阵 生 的 特征 蓝 必 有 正 有 负 . 


高 等 代数 题解 精粹 


[经 典 显 解 】 

395.( 中 出 大 学 ) 设 所 和 如) = 和 不 是 正定 二 次 型 ,机 = 4 ,对 
于 不 全 为 零 的 一 组 实数 cj 总 

站 全 

证 明 入 下 命题 等 价 

(17Fzi 3) 正 定 ; 

(2)4 与 单位 阵 合 同 ; 

(3)4 的 凑 序 主子 式 大 于 从; 

4) 存在 非 尝 阵 已, 使 4 = 疡 己 . 

和 证 【1 一 人 2) 存在 非 盟 化 线性 替换 ,= 到 ,把 了 化 为 规范 形 


有 和 = 有 靖 + 贞 坟 证 古人 锭 ， 世 
其 中 上 丁 = 土 1 或 六 由 于 上 是 正定 二 次 型 可 证 
本 =] 人 二 2 二 


用 反 证 法 . 若 存 在 某 一 个 贞 = -1 或 0, 那 各 仿 
(7 = EL 《其 中 第 下 个 分 量 为 1, 其 余 均 为 员 
则 (7 入 20, 从 而 可 得 (和 有 = (下 
玫 拉 = 扫 作 
这 与 正定 二 次 型 的 定义 { 即 全 式 ) 矛 盾 , 从 而 即 证 图 式 .再 由 外 式 得 
= 
= ] 了 克 Y ， 
彤 = 了 世 了， 
(2 一 (4 因为 这 两 种 是 同一 问题 的 两 种 不同 表述 ， 
(4)4 一 (11) 若 4= 严 PP 其 由 性 是 可 道 阵 ， 和信 站 = 玫 , 刚 
所 2 和 二 
囊 此 任意 = = (eicyz0, 则 


所 
即 证 了 是 正定 二 次 型 . 
tt(3) 设 太 是 正定 二 次 名 ,对 每 个 大 ,IT 二 站 二 m 全 


生生 
(0 = 安全 ar 


高 千代 数量 解 精 料 


则 所 也 是 上 元 正定 二 次 型 ,事实 上 ,对 任意 一 组 不 全 为 零 的 数 el,…， 
上 有 
1 
所 是 正定 二 次 型 ,而 正定 二 次 型 对 应 的 枪 阵 海天 于 0, 所 以 4 的 天 
阶 序 主子 式 
GT 
征 ;， = ; : 


6 ”大 
由 莽 的 任意 性 , 即 证 !3)， 

(3) 一 (4 对 = 用 数学 归纳 法 

妆 m=1 时 ,让 zi = ax 


由 条 件 mil>0 今 7 =- (了 过 ) 则 


如 ]1 


] 1 
了 47=( 一 玫 四 (一 一 )=(1). 
wa 


w all 
即 命题 成 立 ， 
电 纳 假设 结论 对 严 一 | 成 立 , 再 让 王 时 ,他 几 一 (altn_mxtn-D: 那 么 


J41 位 
罗 度 自 | 了 Q” 一 《aa Tiny) 


由 假设 4 的 -- 切 顺序 主 和 子 式 都 大 于 0, 从 而 由 好 纳 根 设 存在 “- 1 阶 
可 闻 隆 5, 使 C4C= 品 1 令 


洛 臣 "] 
人 
则 1 可 道 , 见 
全 站 也 “ 三 站 1 | 
和 人 二 三 
由 | ， | 上 ,| 中 人 SG 
号 -6 
再 令 Co=| “| , 则 所 可 道 , 且 
人 工 
五 1 ] 下， 1 几 
上 人 二 
| 必 多 如 加 @ 
其 中 记 = mn 一 aa 念 蕊 3 = Ca , 风 3 可 道 , 但 
er 呈 -1 必 
cad4cs = | 6 沾 地 


高 葡 代 数 题 解 畏 柱 


两 边 取 行 列 式 得 
0< 141-1C312= 上 
本 0 
最 后 令 o| | C, 可 道 ,再 令 C= CC 所 以 5 可逆， 
则 
人 4C= 王 ， 


综 上 沁 证 (1 ,(2) 133, 14) 等 价 . 

39%6.1{ 中 国人 民 大 学 ,1992 年 ] 二 次 型 所 和 各, 委 )= 共 + 认 + 区 全 二 
x223 是 [ ) 二 次 理 . 

{&) 正 定 《B) 不 定 【OO 负 证 {D) 半 正定 

答 :(B) .解法 1 … 护 10 的 > 人 所 10, 一 2 <0.… 了 是 不 定 二 次 型 , 故 
选 (B) ， 

解法 2 设 二 殉 名 拭 阵 4, 则 


工 

站 
四 

4=|0 1 2 
1 1 
人 


由 于 oa=0, 从 而 否定 (4), fo) ,4 中 有 一 阶 主义 趟 


1 
了 

从 而 否定 (D) , 磷 选 (了 B). 

397.{ 高 数 三 ,1998 年 1 设 检 入 


1 号 1 
上 凡 = [0 了 D|， 
]0 


熄 踪 呈 =( 虐 +4), 其 中 大 为 实数 , 刁 为 单位 拒 阵 . 求 对 角 阵 4, 司 入 与 4 
相似 ,并 求 下 为 何 值 时 ,3 为 正定 矩阵 . 
解 …4 为 实 对 称 阵 ,从 而 好 也 是 实 对 称 阵 ,并 算得 
9 忆 一 AAA- 2 
从 疾 存 在 正 效 姓 了 ,使 


高 区 代数 王 解 精粹 


本 
下 蔚 立 
笑 


1 = 
计 和 ET +) 


二 十 工 2 『7 丰 十 这 ) 
-| 站 十 立 -| 【下 十 2 和 | 也 
上 本 


【天 十 也 庆 
仿 4| 《 赤 十 对 


{ 扩 具 国 式 可 知 ,好 的 特征 值 为 
交 = 《下 十 2) pa = 《下 + 2 ps = 本 
号 为 正定 阵 一 点 >0 (=1,2… 于 
人 
即 当 8&E( -四 -2U(-2,0UKO,+o) 时 ,号 为 正定 阵 . 
398.[ 清 华 大 学 ) 设 


四 -2 十 5 > ax- 二 二 了 > 


其 中 心 , 0 问 ab 请 足 什 么 条 件 时 ,一 次 型 / 是 正定 的 ? 
解 ”分 两 种 情况 ; 
(由 当 == 2m 时 ,对 应 人 


me- 
天 


才 = 


CR 
如 他 


如 出 
设 各 | 为 4 的 第 ; 阶 亲 序 主子 式 (1= 1,2,…,2m)y 则 
入 = 亚 全 =]1,2 机) 
人 《了 = 虐 , 了 二 
所 各 当 a>0,o -上 >0 时 ,/ 是 正定 的 ， 
《25 当 m=2m+1 时 ,对 度 的 抑 阵 为 


高 等 代数 是 钥 精 梓 


在 看 
权 上 
| 奴 十 让 
由 
0 已 
这 时 4 的 各 级 顺序 主子 式 为 


入 ;= 节 人 二 ,2 , 严 ) ， 

入 = 上 (ae 起 

会 。iyi= (e+Bhyam 并 @ 一 术 呆 (= 12， 0) 
所 专 当 aa>0,a+b>n0oa-z>0 时 ,是 正定 的 . 
359. (华中 师范 太 学 ,1995 年 判断 二 次 型 


1- 站 4， 员 
是 否 为 正定 二 次 型 ? 为 什么 ? 
解 ” 设 此 二 次 型 了 对 应 的 矩阵 为 4, 则 


设 4 的 各 阶 硕 序 主子 式 为 (= 12，…，a), 则 

As= 0- 冯 )I0+(E-D 二 ]= (二 ) 区 村 + 二)>0 (12， 
Di,hi 

即 /是 正定 二 次 昏 . 

400.( 华 中 师范 大 学 ,1994 年 ) 设 


CGI Ga (9 
肯 = |] 碟 上 4 
83 站 | 人 
是 实 拒 阵 ,4 的 所 有 一 级 主子 式 和 二 级 主子 式 都 大 于 零 ,证 明 :4 是 正 


定 阵 ， 
证 ” 下 = 和 其 一 级 主子 式 aaavas 殉 大 于 零 . 


二 级 平子 式 


南 葡 代数 旺角 精 栖 


四 四 一 于 > 用 ,的 人 一 本 >D,ea4 一 人 > 
而 三 级 顺序 主子 式 

141=3aiezas- [ad+ 吗 + 本) 

= elif aq- et) + aaalg- 虹 )+ afalaz- 本 )>0 
… 表 为 正定 阵 ， 
401.{ 臣 汉 大 学 ,2000 年 ) 若 二 次 型 
= 2 妇 + 内 +4 妇 + 241x3 十 人 Era2 

正定 , 则 : 的 取 值 范围 是 
答 :-<t< 凡 . 
解 设 了 对 应 的 绝 阵 为 4 , 则 


它 的 三 个 顺序 主子 式 为 


人 : = 2 各; = ] 全 = 和 -2 
六 当 4-26>0 时 , 即 -<tcy2 时 ,为 正定 二 次 迎 ， 
402, (中 国人 民 关 学 ,191 年 ] 设 
rt = 
则 : 取 值 时 ,让 2 zx9) 都 正定 的 ， 
竺 :0; 半 ， 
解 设 了 对 应 的 矩阵 为 4, 则 


[1T 0 
| 地 ) 
必 了 


曾 的 一 个 二 从 里 序 主子 式 | | = 0, .不 可 能 为 正定 的 ， 


但 了 为 半 正 定 的 条 件 是 一 切 主子 式 都 尖 0 
从 呈 式 看 出 ”4 的 三 个 主子 式 都 是 1. 


志 个 二 阶 主子 式 为 
1] 1 ] 1 +# 
| -| 中 -| 站 外 
-一 个 3 阶 主 子 式 为 
LA41= 一 生 30 动 


高 警 代 数 时 条 精 炉 


要 使 名, 罗 均 成 立 ,必须 := 和, 即 当 t= 修 时 .7 是 半 正 定 的 . 
403. [中 国人 民 大 学 ,199%2 年 设 
所 和 3 二 《2 二 人 +【sa 十 2 + 【ss + aa ) 


则 当 { ) 时 ,此 时 二 次 型 为 正定 二 次 型 . 


(aailya2zy as 为 任意 实数 《了 aazea3 天 ] 
(aryeayeaa 为 非 正 实数 《Duyalaaas 严 -1 
答 :fD) . 


解法 1 用 排除 法 念 m=ma=m= -出 
所 和] = 《和 一 各 天 二 【2 一 + 和 妇 一 好 入 
这 时 大 1,1,1) =0, 则 了 不 是 正定 的 .从 而 杏 定 {A),fBJ CC), 故 选 
{ 也 ) ， 


?1 t al 站 区 1 
解法 2 伪 吕 0 1 四 
了 3 aa 站 1 玉 


则 太志 + 地 + 
1 al 昌 
各 ] az 
az 昌 寺 
即 esiezas 天 -1 时 

7 为 正定 二 次 慌 ， 
解法 3 设 了 对 应 的 矩阵 为 4, 则 


1] + 叶 总 } 如 3 

盟 = G1 1] + ai 妈 2 
之 
虹 3 全 ] + 如 


汪 的 3 个 顺序 主子 式 为 
和 =1+ 坚 >T0 


人 :=(+ 时 )(1+ai- 时 =1+ 时 (ao)i2>0 


= ] + jza3 天 机 


As =t+ebD0+ 相 + 时 )+2aoa-(1+oai-(L+ag)a 
= 【aa3ea 十 1)s 科 
- 当 aree 关 -1 时 ,4 的 3 个 顺序 主子 式 都 大 于 0, 刚 /为 正定 二 
次 型 , 故 选 (D) 
解法 4 令 


高 葡 代 数 晴 解 精 料 


关 人 ,el esi 天 - ] 时 


上 [ 池 


所 有 9 = 证 天 二 由 
此 时 由 十 知 时 了 为 正定 的 . 
404.【 高 数 三 ,2000 年 ) 设 有 -元 二 次 型 
扰 和 人 和 1 二 
十 攻 十 本 全 
其 中 上 0= 12，… 中 为 实数 ,试问 : 当 am, 满足 何 种 条 件 时 ,二 次 
型 六 x,…: 押 ) 为 正定 二 次 型 . 


和 解 令 
al 人 孜 人 
站 1 DO 活 
了 2 悦 Ri 和 和 
0 0 0 人 
了 上 
1 ea 人 和 0 0 
了 二 0 0 
当 eyenauasiaaianausnnaaaaa = 了 +( - 3 天, 即 当 
0 00…1m 
am 和 


aa 天 (人 -139 时, 原 一 二 
庆生 = 
为 正定 的 . 
405.1 武 汉 儿 给 科技 大 学 ) 【1) 用 矩阵 冶 出 平面 上 = 个 点 严 (a, 六 ) 共 


线 的 充 概 条件 ; 
(2) 设 4 为 上 阶 满 秩 失 阵 , 试 证 :xf44' )x' 是 一 个 正定 二 次 型 ,这 里 x = 


【3 宝玉 


高 寿 代 至 题 旬 糙 特 


解 《1U 设 直线 ”为 
沾 二 自古 十 会 
4 个 点 共 线 是 指 线性 方程 组 (把 站 ,看 成 未 知 是 ) 
ri 十 由 = 了 in 
> G 
jn 十 瞩 = 徊 
有 和 解 . 所 以 


呈 个 点 六 (si 玫 ) 共 线 二 方程 组 加 有 解 


1 2 1 2 入 
] 苇 ] 响 拆 


(2) 设 4 是 满 秩 托 阵 , 令 Y = 由 ,其 中 y= (7 . 风 辣 =《4) -1 
y 是 非 退 化 线性 蔡 换 , 且 
xi = = 怨 
由 地 看 出 此 二 次 型 的 正 急性 指数 与 秩 都 等 于 mn, 所 以 x(4d4') 姑 是 正定 
二 次 型 ， 


406.( 清 些 大 学 ij 设 
1 1 10f1fN 0 于] 
1]300 0 2 
= 站 站 和 | 
DODDD ea 这 
000 0 aa 5 


(也 旗 苔 出 4 可 逆 的 条 件 , 并 求 4 
【2) 当 4 不 可 道 时 ,二 次 型 yw 如 是 赶 正定 ? 并 说 舱 理 由 . 
解 (U， 由 拉 普 拉 斯 定理 ,在 4 中 取 第 1,2 行 ,可 算得 

全 2 
aa 
各 人 ee 


当 az0 时 ,4 可 逆 . 且 可 求 得 


j 1! 


| 
1 3 = 2 


人 


高 葡 代 效 症 去 精 梓 


了 
-二 0 0 0 
了 “1 
- 立 二 0 0 0 
0 0 工 -1 
各 

0 0 0 -1 
中 

0 0 0 0 二 

是 

(2) 当 ezDO 时 , 设 二 次 型 党 必 ”对 应 的 矩阵 为 吾 , 刚 
1 1 心 必 机 
130 0 
了 ] 
站 昌 立 
8 =- 辐 
0 0 亚 人 
总 
一 于 

避 总 7 了 他 


这 时 4 =y 记 这 时 二 次 型 交大 不 一 定 是 正定 的 .比如 = -1， 
那 人 笃 号 中 有 一 阶 主子 式 a= -1<0,… 召 不 是 正定 阵 , 即 xdtr = 局 本 不 是 正 


定 二 次 型 . 


注 他 芷 给 4={m) 和 名 < 那么 风 和 z 都 是 二 次 型 ,但 二 二 次 型 的 矩 
阵 并 不 一 定 是 4 ,因为 4 不 一 定 是 实 对 称 阵 ,因此 二 次 型 xdz 的 矩阵 是 喇 


三 ( 8)xn* 其 中 


让 二 


量 


这 时 尽 = 且 ， 
四 当 sx0 时 ,上 面 图 式 给 出 的 五 并 不 是 正定 阵 ,下 面 给 出 如 为 正定 阵 
的 条 件 , 没 各 为 如 的 大 阶 显 序 主子 起 (= 1,2,3,4,5) 那么 


十 - 
3 《7 一 了 2 


作 | 二 习 了 1， 
安 3 二 2 中 


高 葡 代 数据 刘 业 往 


当 a>01- 邱 >01- 卫 oz+ 辣 >0 时 , 旦 为 正定 阵 ,从 而 上 


才 寻 
为 正定 二 次 型 ， 
407.[ 高 数 三 ,1997 年 ) 设 4,8 分 别 是 mm 阶 正定 阵 , 试 判定 分 块 阵 


C- | 。] 是 否 为 正定 矩阵 
解 ”可 证 《4 是 正定 阵 , 因 为 4, 忆 都 是 实 财 称 阵 , 从 而 5 也 是 实 对 称 
阵 . 且 遇 >E 瑟 +ax 天 站, 售 -| 中 | .由 ae maaE 尼 ", 且 至 少 有 
， 电 
一 个 不 是 零 向 量 . 
， 4 01| 5 
Cr [za 中 | 
莹 4 二 xx 3 刁 - 
f 为 正定 阵 ， 
408. 【北京 大 学 ,1993 年 ) 证 明 ， 
(并 湖北 大学 ,2000 年) 正定 矩阵 一 定 可 道 ,日 道 短 阵 也 是 正定 的 ; 
(2 两 个 ( 同 级 ) 正 年 矩阵 的 和 也 是正 定 的 ， 
证 (1) 设 实 对 特 4 是 正定 的 ,那么 141>0 …4 可 道 ， 
《站 (本 = 
所 以 4” 也是 实 对 称 阵 . 设 4 的 特征 值 为 必 , 1 , 岂 由 本 正定 有 
0 人 = 2 有 ) 


但 4 -的 全 部 特征 值 为 写 人 = 1,2，……，n) 


二 >0 (1 


其 证 4 - ! 为 正定 阵 . 
(21 设 4, 且 是 两 个 = 阶 正定 阵 , 可 证 (4+ 吾 =4+ 呈 ,上 且 YWxyE 知 17 
z 和 有 
(十 加 )x = 二 
4+ 瑟 是 正定 的 . 
409.( 华 中 师范 大 学 ,1993 年 ,成 都 科技 大 学 , 半 南 师范 太 学 】 若 4 是 
上 阶 实 对 称 阵 ,证 明 :4 半 正 定 的 充 要 条 件 是 对 任何 关 >0, 呈 = /下 +4 正 
定 . 
证 4 是 实 对 称 阵 , 从 而 存在 正 交 和 阵 了 ,使 


商 亚 代数 是 禁 精 梓 


41 
册 = 吕 | 如: | 全 
站 


其 中 2 为 4 的 全 部 实 特 征 值 . 
先 证 必要 性 , 兰 4 半 正 定 , 则 
Ai 3 人 


严 二 4 
且 = pz+ 丰 = 本 | 
有 十 用 


则 于 的 全 部 特征 值 
pi3>D0 (= 112,n) 
让 = 明 所 各 x 了 为 正定 阵 . 
青 证 充分 性 .用 反 证 法 , 若 汪 不 是 半 正 定 的 , 则 存在 难 <0 这 时 今 庆 = 
-和 人, 则 z>0, 但 
下 十 记 ] 


有 = pr+ = 2 


9 位 
过 
| 


站 十 


即日 中 有 一 个 符 征 值 为 污 <0, 这 与 8 为 正定 阵 的 假设 矛盾 ,从 而 得 


证 4 是 半 亚 定 的 ， 
410,[ 商 数 三 , 1009 年 ] 设 4 为 mxan 实 矩阵 ,三 为 m 阶 单位 阵 . 已 知 
站 =E+4d4, 试 证 : 当 关 >0 时 ,和 旗 阵 4 为 正定 和 矩阵， 

证 …44 是 半 正 定 阵 , 当 4>0 时 奸 是 正定 阵 ,由 上 是 知 如是 正定 
阵 . 

411.( 华 中 师范 大 学 ,1993 年 ,云南 大 学 ,高 数 一 , 1999 年 ) 店 4 为 mm 
阶 实 对 称 咽 , 且 正 定 . 呈 为 本 xn 人 实 第 阵 ,下 为 呈 的 转 置 矩阵 . 试 证 : 8748 
为 正定 第 阵 的 充分 必要 条 件 是 秩 { 呈 ) = nm， 

证 和 洛 证 充分 性 首先 (BA45)7= BT48， 

yxEe 天 1xz0, 由 秩 中 = … 本 xD 而 4 为 正定 阵 

xf( BIT4BJxr = Be) 才 ( 下)>0， 


高 蔚 代 数 是 入 精 栖 


此 即 848 为 正定 阵 . 
再 证 必要 性 【BA4B)7= Pd 用 反 征 法 . 若 秩 中 < nm， 
则 王 =0 有 非 坚 实数 解 生存 在 , 即 可 go=0, 但 各 关 四 由 下 4 为 正 
定 阵 .所 以 
0 < 码 ( 有 dB = (prodfExo) 地 
另 一 方面 , … Bo =0, (mo4( Bo) =0. 加 
由 于 心 ,四 矛盾 … 秩 日 = 
412【 些 中 师范 大 学 ,1998 年 ) 设 4, 昱 有 是 axpn 实 对 称 阵 ,4 是 正定 
阵 ,证 明 :存在 实 可 道 阵 了, 使 了 (4+ 且 ) 了 为 对 角 阵 ， 
证 由 于 4 是 正定 阵 ,从 而 合同 于 丘 , 即 存在 实 可 道 阵 P, 司 
产 4P = 五. 全 
页 产 BP 仍 为 实 对 称 阵 ,从 而 存在 正 交 阵 40, 使 


A1 
人 (PEBP)O | 相 | 由 
疝 


其 中 1 加 是 参 BP 的 特征 值 , 令 了 = PC, 则 
1 +4i 
rasarr| …. | 二 
1 + 
注 本 题 证 明 中 附带 得 到 一 个 重要 结果 : 当 4 ,8 都 是 实 对 称 阵 ,上 4 


总 
正定 , 则 存在 实 可 遂 阵 了 ,使 了 47 = erar-| 吉 | mean 
各 

用 到 . 

413.【 栖 州 大 学 ) 设 习 为 实 非 奇异 矩阵 ,证 骨 :4 为 正定 阵 时 ,CC 也 
是 正定 阵 . 且 其 道 世 戌 立 . 

证 设 4 为 = 阶 正定 阵 ,C 为 阶 实 非 奇异 阵 , 秩 习 = an, 那么 由 上 曾 第 
41] 题 即 证 . 

反之 设 立 4 正定 出 仿 由 第 411 是 知 

(CCaclC -=4 也 正定 . 

414.( 东 北 工业 大 学 设 n 扮 矩阵 4= { oy) 是 正定 阵 ,与 ,如 ,…, 训 是 
任意 "个 非 零 实 数 ,那么 已 =<(abt) 也 是 正定 阵 . 

证 ”由 假设 知 


高 葡 人 代数 题解 精粹 


好 aa 吕 ee 
且 = : : 二 太太 
上 有 5 
贞 
丰 
其 中 7=|  “ | 鸭 实 可 道 阵 . 
4 是 正定 阵 , 则 出 上 类 知 且 志 是 正定 眶 . 
415.【 江 西 师 范 大 学 ,天 建 师范 大 学 ) 车 日 是 正定 阵 ,4 - 旦 是 半 正 定 
阵 ,证 明 : 
(114-HE=0 的 所 有 根 1s1i 
{2)114[1 呈 1， 
证 【和 妨 中 正定 ,存在 可 逆 降 了 ,使 了 8 = 且 ， 
[天 1 由- 11 了 = 有 ~- 人 11 


= 1(4 瑟 ) 下 -8 -1) 吕 | 全 
4 一 吾 半 正定 , 则 四 4- 呈 ) 了 也 半 正 定 , 特 征 值 非 旬 . … 4 -1 

0 ,此 即 丸 关 1 
[2J0= 14 -AH 1 二- | 晤 1 有 十 - 要 -=0 吧 


由 《1) 知 页 二 =12 nm), 财 由 容 策 要 "的 个 特征 根 都 
节 ]. 
14B -中 = 辣 1 
此 即 141 泣 1 号 1， 
416.( 华 中 师范 大 学 ,1993 年 设 4, 量 都 是 mn 阶 正定 阵 , 证 明 ， 
|4+ 加 1 冯 141+1| 
证 由 第 412 题 国 式 知 ”存在 实 可 逆 阵 了 ,使 


1 
royar-| ， | 
二 


上 十 且 117F=(CL+AI+A +) 二 
再 由 第 414 题 四 式 知 

141.1PI2= 1 全 
由 第 412 古 罗 式 知 

1 号 |.1 产 |2 二 大， 总 


高 王 代 数 题 棍 铺 入 


黄 7 了 = 开 , 其 中 中 为 正 交 阵 ,… 101= 二 1 

1 FI2= 1 疡 1 人 人 = | 尼 |， 机 
由 于 如 为 正定 阵 ,… 产品 也 是 正定 阵 , 由 第 411 题 馈 知 ,>0 (= 
了 

14+ 了 如 11Pp1=fi+al+arl+nsl+Ana 再 由 


名 ,二 两 式 有 
也 


两 边 消去 1 品 | 
4 有 [入 1+ 1 站. 
417,【! 华 中 师范 大 学 ,1995 年 ) 设 
由 和 
和 | | 
为 实 垂 阵 ,其 中 47 = 4 ,4 = 4 证 明 :4 为 平定 阵 的 充 要 杀人 忻 是 4 
与 4 =- 4 4 坝 为 正定 阵 . 
证 当 可 道 时 ， 


吾 | 区 | | f 
-424T1 古 td 4 Ln0 百 LDOD 4-4odr14d， 


全 
先 证 必 去 性 若 丰 正定 ,那么 由 也 正定 ,4 存在 .全 


r=| 站 2 则 了 可 递 , .747 也 是 正定 阵 从 而 


4 
| 人 | 为 正定 阵 国 此 它 的 主子 些 阵 4 ,4as - 机 :4 14 


都 是 正定 阵 - 
再 证 充分 性 .由 于 4 ,4 -44714: 正定 ,由 第 406 题 知 


| ” ] x 写 了 再 由 CD 式 得 
癌 4a3- 4 


:om -14 
0 .43 -dd 凤 
4 为 正定 阵 ， 


注 在 本 是 证 明 过 程 中 ,用 到 以 下 两 个 结论 
1) 鞠 机 =4 为 正定 阵 , 了 实 可 道 , 则 747 也 是 止 定 阵 . 
此 结论 的 证 明 见 本 节 第 411 题 


高 王 代 数 是 秀和 精 粒 


《ii ) 寺 4 正定 , 则 4 的 一 切 主 于 阵 日 均 为 正定 阵 . 
这 因为 站 的 一 切 主子 式 均 为 4 的 主子 式 , 从 而 大 于 心 所 以 旦 是 正定 
阵 . 
418.{ 华 中 师范 大 学 } 设 二 次 型 
成 的 各 和 三 2 于 贞 )x+2 2 和 
的 矩阵 为 中, 其 中 


页 >D 《=12…mm) 亿 
1- 电 全 >0 包 


向 巧 (8- 4 是 正定 二 次 型 ? 还 是 负 定 ? 还 是 趟 定 ? 并 证 明 你 给 
出 的 结论 ,其 中 4 是 任意 可 逆 详 皂 阵 ， 
和 解 ”由 扔 设 知 
| 1 ] …- 1 
二 1 1- 加 1 1 
1 村 
设 生 ,是 中 的 上 级 顺序 主子 式 人 由 = 1,.2,…,m). 利用 加 边 法 可 算出 
各 ,= 并 一 贡生 三 2 we 
再 由 中 ,四 两 式 可 知 
癸 > 0, 当 天 为 但 数 时 
As < 0, 当 上 大 为 奇 妆 时 
所 以 四 是 负 定 矩阵 .由 4 是 实 可 道 时 ,机 4 = 水 而 ， 
时 44 合同 于 , 从 而 44 正定 ,那么 - 44 负 定 ,由 于 两 个 仙 定 阵 之 和 仍 为 
负 定 和 阵 . 所 以 所 1- 页 4 和 蚌 是 负 定 一 亿 型 . 
419, (北京 大 学 ) 设 4 为 上 xna 实 系数 对 称 阵 ,证 明 : 秩 4 = * 的 充 要 条 
御 是 存在 一 实 系数 nxn 蝶 阵 旦 ,使 得 4 + 吨 4 正定 ,其 中 妥 为 中 的 转 置 . 
诈 (+ 范 和 4 =) HT 友和 = + 理 放 ， 
此 即 4B+ 吾 4 是 防 实 对 称 阵 . 
先 证 必要 性 . 若 秩 4= mn, 刚 4 存在, 念 下 < 4 
则 全 8+ 呈 4= 抽 -HT 下 =2. 
朵 此 可 和 庆 ”要 + 呈 4 正定 
再 证 充分 性 . 谨 司 + 吨 4 正 定 . 丰 人 和 < 下 


羡 圭 代 数量 韩 精 梓 


z01 .48 + 有 4 = 《drop TPR)dr > 全 
由 总 式 可 知 4z0 这 就 是 说 ,任意 < 关 0, 都 让 4x 关 0 
以 而 如 =0 仅 有 零 解 ,… 秩 4= 上 
420.{ 吉 灯 工 业 大 学 ) 呈 为 严 xF 实 炬 阵 ,* ={tx zi) 证 上 明 : 方 
程 组 不 = 各 只 有 零 解 的 充 机 条件 是 凡 好 为 正定 阵 . 
证 永 =0 只 有 零 解 。 秩 吾 =a 
4 丢 喇 号 = 二 
号 1 至 旦 1 z0 
如 有 且 正定 【下 中 半 正定 ,| 六 好 | 关上 
注 “上述 证 明 中 用 到 一 个 结论 :4 半 正 定 且 141z#=0,e4 正定 ,其 中 充 
分 性 是 显然 的 ,下 证 必要 性 , 设 4 是 请 防 半 正定 阵 ,其 a 个 实 特 征 值 为 04， 


… .由 4 半 正 定 
2 中 
亿 141= Am 和 天 人 
由 全 名 得 


“30 =TI,2 mn). 即 4 为 正定 阵 ， 

42]1.! 华 东 师 范 大 学 ) 证 明 : 实 对 称 4 可 表 成 如 下 形式 :4 = CC( 其 中 
C 是 实 = 阶 方 阵 , 妃 是 C 的 转 置 矩阵 ) 的 充分 必要 条 件 是 4 的 所 有 主子 式 
都 是 非 负 的 . 

证 ”上 先 证 必要 性 , 设 4 = 人 5, 那么 

dr 

全 【Ge = 1) 是 < 由 四 知 

wd = 好 二 笠 计 和 + 包 且 站 

… 舟 是 半 正 定 阵 ,从 而 4 的 所 有 主子 式 都 是 非 儿 的 . 

再 证 充分 性 , 设 4 的 所 有 主子 式 都 非 负 , 所 以 4 是 半 正 定 阵 , 设 1 ,…， 
刀 为 入 的 全 部 特征 值 , 则 

阁 0 人 = 29) 
且 存 在 正 交 阵 了 ,使 


1 
4 = 了 | 
站 
Vi V 
全 
V 加 VAN 


且 


高 葡 代 数 规 解 精 神 
去 心 已 和 


下 - 


Vi 
本 


422.( 表 林 工 业 大 学 】 求证 : 当 = 阶 实 矩 阵 是 半 正 定时 ,其 伴随 矩阵 
4 * 世 是 羊 正定 的 . 

证 设 4 是 半 正 定 阵 ,由 上 三 知 4= 妇 工 . 

= 

其 中 8=f0 GE 可 xz. 从 而 由 上 题 可 证 4 是 半 正 年 的 . 

423.( 北 京师 范 大 学 ,山东 大 学 ,新 疆 大 学 ) 设 4 是 一 个 正定 实 对 称 炸 
阵 证明;4 的 伴随 矩阵 4 "也 是 正定 阵 

证 法 1 … 4 和 语 *nf4 = (机 六 一 4 及 4 正定 .由 上 题 知 
4 半 正 定 

4 44 141a-1 人 0 

击 本 节 第 420 题 福 ,… 4 正定 . 

证 法 2 4 =1414 -1 各 话 < 1) 畦 (4 = 正定,…1412>0 

设 4 的 na 个 特征 值 为 … 和 4 都 天 于 号,… 相 的 详 个 竺 征 值 为 141 
1 也 都 大 于 矣 , 即 正 惯性 指数 为 =,… 4 嫩 "正定 . 

424.[ 杭 州 大 学 ) 【 切 若 由 可 道 , 巾 44 正定; 

[2) 若 穆 4=r 刚 加 的 秩 也 是 r， 

证 ( 旨 到 = .454 

即 44' 合 同 于 号 … 4 正定 ， 

(2 证明 见 P63 第 116 题 . 

广 “本题 中 ,必须 补充 候 设 4 是 实 炬 几 ， 

425.{ 复 旦 大 学 ) 设 4 是 mn 阶 实 对 称 正定 阵 ,S$ 是 nm 阶 反 对 称 实 方 阵 . 
求证 :14+81>D 

证 4 是 正定 阵 , 它 合同 于 时 , 即 存在 实 可 道 阵 蜀 ,使 

TId1 = 五 中 

由 于 9 是 实 反 对 称 阵 ,从 而 妨 '37, 仍 是 反对 称 阵 ,而 反对 阵 的 特征 着 

只 能 是 疾 或 六 上 应 数 ,所 以 存在 可 道 阵 歼 , 使 


站 1 
了 3 了 二 (人 地 
必 An 


高 壮 代 数 题 棍 畏 术 


其 中 国 式 右边 =0 或 内 人 = ],2 0) 如 为 反对 称 阵 7 374 的 全 


部 特征 值 . 
由 名 , 双 两 式 看 
1 + 4 其 
让: + 7172 = | 本 全 
. 0 1 + 4n 
两 边 取 行 列 式 得 
14+ 有 -1 及 本 = TAI+a+AD) 二 
由 于 $ 是 实 符 阵 ,其 上 庶 根 成 对 ,再 由 于 
{1+mI -本 )=J+ 人 二 > 人 0 
亲 以 


(1+f+oatl+auy>nD0 (无 论 扩 为 0 或 纯 虚 数 )， 
各 1 和 12> 人 ,再 由 地 式 知 
14+ SS > 和 
注 本题 证 明 中 用 到 尹 论 : 实 反 对 称 阵 的 特征 值 只 能 是 0 或 纯 虚 数 几 
(oz 关 的 .事实 上 , 设 4 是 实 对 称 阵 ,4 是 它 的 一 个 特征 值 ,六 是 相应 的 特征 


向 量 ,那么 4 = z， 
-die= 一 de=-( 和 = (as -Meia () 
另 一 方面 wd = ha 
局 由 电 , 地 得 
六 = 一 让 人 


设 4=+ 枯 由 人 得 = 时 
4= 丰 即 4 是 0 或 纯 虚 数 . 
426.{ 吉林 大 学 }) 设 4, 刁 是 实 对 称 短 阵 , 证 明 ; 炬 阵 如 - 如 的 特征 
值 的 实 部 为 零 ， 
证 全 3S=483- 别 , 则 是 实 矩阵 , 且 
3 = (4B- 本 1=( 人 4 -1 
= 有 虹 4 下 下 = 岗 - = -5 
从而 3 是 实 反对 称 凰 .由 上 题 之 注 可 知 4 - 烈 =$ 的 特征 值 的 实 部 
为 稚 . 
4 和 2?.( 大 连 海运 学 院 ] 试 证 :二 次 型 
所 4 22) 妇 +2 流 ， 二 


1 本 7 咯 下 


为 正定 二 次 型 . 


高 等 代数 题名 精 和 粹 


证 设 7 了 对 应 的 矩阵 为 4, 则 
21l11… 1 
121… 1 


TI … 2 

1 中 -AI=( 人 -Ts IAA 一 ~- 寺 ) 

= =1,=n+l. 

由 于 4 的 特征 值 全 为 正 , 所 以 和 为 正定 阵 , 具 而 /为 正定 二 次 型 

428.[ 华 中 师范 大 学 ,1994 年 ) 设 4 ,中 分 别 是 严 xma 和 zx 的 行 满 穆 
实 算 阵 ,如 = 4 (171 友 .证 明 : 

fl1)d4' -站 是 半 正 证 矩阵 ; 

f2J0< 11 二 1441. 


几 
证 (0 令 c=[ 5] ,ec= cc ,那么 6 是 半 正定 阵 , 且 


本 | 
其 中 站 
秩 !4d4) = 秋 4= 下 , 秩 (.88' = 秩 瑟 =+ 
44' 和 上 5' 都 是 可 道 阵 ， 


攻 ][ 作 | | 
站 | 山 
让 于 尼 是 半 正 定 阵 ,但 合同 不 改变 半 正 定性 ,所 刀 
有 
1 B8 


是 半 正 年 阵 .那么 它 的 主子 阵 44: - 如 也 是 半 正 定 阵 . 

(2) 44' 半 正定 .14 本 1 天 和 … 4 正定 . 

类 似 可 证 顺 ' 正 定 , 从 而 ( 卫 :正定 ,那么 (也 )] -= 了 .其 中 
也 为 正定 蚂 ， 

= 了) 1 届 '= 牛人 10 可 下 叶 4 站 

此 即 她 是 半 正 定 阵 ， 

这 样 ,存在 实 可 道 阵 了 ,后 


商 壮 代数 题解 精粹 


上 
raoor-| 加 | 包 
] 


放 
ror-| | 动 
A 


和 


其 中 六 关 Ri=12 yn ，… 站 半 正 定 .合同 不 改变 半 正 记性 ， 
由 局 ,号 得 


1 一 
row-or-| 5 中 
| 


内 


再 由 上 面 (1) 知 44' - 咏 为 半 正 定时 . 


上 一 矶 和 基 昌 (= 2 地 
有 玫 二 1 1.2,-…,P) 雹 

怨 式 两 边 事 行 列 式 得 

| 人 1 了 = 0 

0 过 | [二 二 (人 

地 式 两 边 取 行列 式 

1 .44 1-171 = 1， 
1 
人 @ 
将 是 代 入 回 
丰 和 10 二 1 .44 


429, [中 国人 民 大 学 ,1993 年 ) 投 4 为 实 对 称 矩 阵 , 证 明 ， 
(4 是 半 正 定 的 充分 必要 条 件 是 有 阶 实 矩阵 忆 , 全 4 = 产 疡 ,并 且 秩 
4= 徐 户 
(2) 若 4 是 半 正 定 矩阵 , 则 对 任意， 维 向 量 ,了 ,有 
Fi 4 Id 
证 《1 见 本 节 第 和 2! 题 的 证 明 ,再 网 p68 第 116 题 可 证 
秩 4= 和 枢 严 , 
(2 在 如 中 ,内 积 如 通常 所 知 ,那么 有 柯 西 一 布 涅 柯 夫 新 基 不 等 式 : 
1fa, 有 有 二 1o2118P， 卫 
笛 于 4 半 正 定 由 (1) 知 4= 后 严 ， 


高 融 代 上 数 惠 解 精 粹 


人 ae= 耻 ,8= 再 ,那么 
【ea 及) = 站 = 下 4 
1e2=faeyo)=(f PE = 和 4 = | 和， 
EBI2= 加 4d47= 1Y471. 
将 包罗 ,地 代 人 山 得 
| 4 
430.[ 中 国人 民 大 学 ,1993 年 妇 4 为 上 阶 正定 阵 , 试 证 
| 4 1 委 211222 Gan， 


其 中 af 人 =1,2 ,mn) 为 4 的 主 对 角 元 宫 ， 


证 设 
用] 显 
4-| 交 
其 中 4 为 4 为 -1 阶 顺 序 主子 阵 ,e = (Goes 
因为 4 正定 ,…4 正定 ,4 存在 ,那么 


ee 
-ed4TL 二 La en kt 0 有 edilej 
两 边 取 行列 式 得 
141=14 1 (an -adilc)， 心 
4 正定 ,… 4 正定 ,ad las0,141>0. 由 合式 
| 4 下 写 | 4 1 呈 ， 全 ) 

同 理 14i1<sl4lo wii 其 中 如 为 4 的 sm-2 级 顺序 主子 阵 . 这 样 继 
续 下 去 


外 着 人 


[| 有 1 相生 @ 芝 1 和 | 加 -sr16 且 人 个 11922430 
431.【 山 东 坟 学) 如果 4 是 实 半 正 定 矩阵 , 则 满足 wd4x =0 的 元 实 
向 量 全 性 的 某 构成 线性 方程 组 的 解 室 间 . 
证 合 本 =fslxE 襄 ,xdr=D0l, 惠 = 如 = 日 ,下 证 本 1 = 钊 2. 
时 各 世 责 则 do = 2 40= 和 ,此 即 各 雪 证, 所 以 


四 > 屡 十 1. 全 
反之 ,YE 卫 则 0dyo= 国 
由 于 4 半 正 定 ,…4= 立 ,其 中 心 和 让 代入 力 
0= yodyo= (CoCo 二 
令 【Go = ( 赴 , 由 如 ) 由 过 知 
中 = 看 + 旺 ++ 呈 过) 


高 于 代数 题解 精 籽 


直 开 尼 , 由 二 知 下 = 下 =…= 由 =0, 此 即 
(Cror =0 Co=n0etCol=0, 此 即 4yo=0. 
7 且 , 即 多 CE 配 名 
由 ,外 得 本 = 瑚 ， 
432.{ 四 川 师范 学 院 ) 设 /= 4T, 睛 = 生 绽 是 两 个 实 二 次 型 且 卫 
正定 .证 明 ， 
{1) 存 在 浦村 线性 变换 = 了 使 
| = 让 作 + 二 aa 
& = 和 关 + 人 + 二 
其 中 和 =( 和 0 
(2 上述 的 1 加 为 118 -41=0 的 实 要 ， 
证 《1 加 正定 .加 各 同 于 尽 , 从 而 存在 实 可 道 阵 人 及 , 鸽 下 可 | = 玖 
由 
Ta7) 是 实 对 称 阵 ,从 而 存在 正 交 阵 罗 , 使 


Ai 
了 | 人 | 亿 
用 
其 中 加 为 有 4 的 全 部 特征 秆 . 令 了 = 人 六 丈 , 则 了 为 实 可 道 

阵 , 电 直 人 心 ,四 可 得 
TB7 -= 卫 ， 翅 


41 
rr-| 民 | 人 ) 
直 


这 时 令 X= 玛 , 由 二 ,由 两 式 知 
= + 
中 = 有 + 
(2 由 上 面 地 ,二 随 式 可 得 


0 
roa-or-| 名 
2 交 
两 过 取 行 列 式 有 
1 8-41782=0-AA -Ma 也 


17120, 从 而 由 雹 式 得 证 为 1 站 -41 的 实 根 . 


高 车 代数 题 香 精粹 


433.{ 武 汉文 学 ) 设 4=( 志 ) 是 a 阶 正定 阵 , 试 证 ， 
(1 对 任意 ii 关 六 都 有 
1a1< (omy) 
[2)4 之 络 对 值 病 大 的 元 率 必 在 主 对 角 线 上 ， 
证 【1) …4 正 定 ,从 而 4 的 一 切 二 阶 主 子 式 均 大 于 0, 当 半 zj 时 


人 
1 了 = Ga at > 站 
移 项 后 , 开 方 即 证 
| er | < 《aaa 六 ， 类 = ] ,2 总) 地 


{2) 设 4 的 主 对 角 线 上 最 大 元 索 为 aua( 由 于 4 正定 ,auw>D0). 再 由 上 而 
必 式 
1 本 Je (ai 了 =- (人 
此 即 证 


| ay 上 过 4 (= 
即 4 中 绝对 值 最 大 元 必 在 主 对 角 线 上 . 


434.[( 大 连理 工大 学 } 正定 分 堪 矩 阵 4= 


后 | 如 吾 记 
号 


的 人 本 的 道 短 阵 为 如 


| ,其 中 生 ，8 《2 公 均 为 mm 阶 方 阵 ,证 基 ， 


击 [= 再 il 一 吾 i 且 到 晤 31 . 
证 直 4= 吾 得 


4 + 二 2 吾 0 = 严 ， 二 
人 4 站 3 + 423 且 轨 三 修 . 区 
由 避 ) 得 
4 58 = -二 D. 号 
邮 式 商 端 右 乘 己 , 左 欧 411 指 
忆 有 5 81 = 4 (4 二) = -五 ) 
= B1 一 几 4 让. 


称 项 后 即 证 4 = 虽 | 一 号 二 :再 ， 

435. 【部 州 大 学 】 设 站 为 贞 防 半 正 定 阵 ,8 为 寺 阶 正定 阵 ,证 本:14+ 
喇 1 全 181 ,县 等 号 成 立 当 且 仅 当 4 =0， 

证 ” 电 假 设 知 4+ 生 正定 阵 ,(4+ 呈 ) -中 半 正定 ,中 正定 ,由 上 面 


高 硅 代 数 是 散 精 入 


2238 第 415 题 有 414+ 吾 | 演 1 起 1. 

当 4=0 时 ,14+ 且 | = 如 1. 

当 4zx0 时 , 秩 4z1, 旦 正定 ,有 在 实 可 逆 阵 户 ,使 已 到 = 史 ， 心 

户 {4+ 旦 )= 产 4P+ 吾 = C+ 下 ， 已 

其 中 = 严 4PP,… 秩 袜 关 1， 

设 C 的 寺 个 特征 值 为 1 … 秋 大 兰 1 由 半 正定 ,因此 至 少 有 
-个 120, 不 妨 设 1 > 由 那么 CE+ 瑟 的 # 个 特征 值 为 

由 十 1 十 二， 
其 中 习 +1>1. 由 地 有 


1C+ 克 =tA+T1) (LTD=1Pl2.14+ 生 |， 
人 ss， 
1 二 县 | > 下， 


由 人 中 
1B1= TPR 14+ 有 | > 1 


436.1 兰 州 大 学 ,福州 大 学 } 和 为 半 正 定 阵 ,4 zx 由 证明 :14+ 吕 | > 1. 
这 在 上 壬 中 ,全 下 = 王 , 并 出 后 一 命 厅 ,4z0 时 有 
14 二 号 [> 上 吾 |， 
此 即 
1 =1,“ 
437 , [云南 大 学 ) 设 4, 有 都 是 正定 ,证明 
(1) 方 程 1ad - 吾 i=0 的 根 都 大 于 0; 
{2) 方 程 114 - 81=0 的 所 有 根 等 于 1 的 充 要 条 件 旺 4 = 各 ， 
证 《1 由 4 正定 , 则 存在 实 可 道 阵 了 ,使 


包 
| 中 
各 


1 下 14 一品 17 了 = 有 条 4- 了 =14- 了 了 


六 一 下 
| 
1 -6 


五 正定 , -和 5 仍 正定 .由 全 知 和 >0i=],2 ,mn). 
并 由 恩 知 
1 4 再]=0 人 -=0 人 E=12 ,mm) 二 


郊区 代数 题解 精粹 


而 = 所 >0 从 而 方程 1 - 8I = 的 根 都 大 于 0. 

(2) 若 | 妈 - 5 =0 的 根 都 等 于 1 ,那么 和 =… 了 =1. 由 个 
7Tr47 = 号 = 了 BT 
丹 = 加 

反之 , 若 4= 五 . 则 方程 1 站 -是 1=0, 变 为 1(04-1)BI=D0 

(1131 有 1 = 人 1 五 1 -1 =0， 

= 二. 

即 证 方程 14- 8 = 人 的 根 全 等 于 1. 

438.( 中 国 科学 院 } 设 elea…a 是 # 维 实 欧 氏 空间 的 = 个 单位 向 
量 , 即 sc=1.4=(a…a) 表 示 mxn 短 阵 ,求证 4 的 行列 式 的 绝对 值 | 
detdis1. 且 ldetdl=1 当 且 仅 当 ol,…,a 两 两 正 交 . 

证 (1) 直 于 44 半 正 定 , 且 

1 aa 


中 
C2 餐 1 上 7 G3 Ca2 on 


册 册 一 人 


Ga 


由 上 面 P246 第 430 题 知 
14 人 = 141 (etaijfaeoea] feara = 


Taded1 近 1， 
(2 ) 设 1ail=1 1441=1, 从 而 44 为 正定 阵 , 念 
1 瑟 机 
上 1 所 
玫 玫 一 地 
1 上 3 ] 
玉 | Z 呈 .， 莹 间 
1T= | 机 44| = |- -1 人 
中 1 0 1 中 0 
= | 县 | - 交 呈 "| 了 中 


其 中 品 - :为 44 的 nm-1 阶 顺序 主子 阵 ,因为 44 正定 ,… 吕 正定 ,从 而 
呈正 定 ,… 史 85 | 和 

但 1 品 中 si1 1=1 断 以 要 持 雹 式 成 立 必须 竹 = 0 

这 样 


高 葡 代 数 题 解 精 和 述 


1] 1 作 
pa2 1 且 . 1 
二， 册 ) 
由 1 ] 心 
站 人 履 1 
再 下 由 知 
[中 11=1, 且 品 正定 ,把 束 - ,看 成 44, 信 上面 继 续 下 去 .可 证 
凡凡 = 加 二) 


由 二 ,二 两 式 ” 姥 证 
aa 二 恬 (2 
(让 ) 设 om =0 《zz 站 ,那么 由 加 式 知 44= 吾 ， 
14f2=1, 即 141= + 上 1,…1aedl=1. 
439.( 中 山大 学 ) 设 4 是 xn 实 矩阵 , 且 4 的 元 素 几 全 满足 


1 m1< 贞 党 数 ) (7 = 2 山 
试 证 明 如 下 名 demard( 哈达 玛 ) 不 等 式 ; 
| 尼 二 上 过 jp ， 过 


其 中 amd 表示 4 的 行列 式 . 
证 … 4=(ear)E 到" , 则 .44 为 半 正 定 阵 , 且 
af + am+…+ 时 。 
t+ 
ml 十 Qi 十 
由 第 430 显 知 
1 有 二 ( 鸭 二 人 
妇 【 
两 边 开 方 即 证 加 式 . 
440,( 上 海 闪 通 大 学 ) 4 为 mn 和 阶 实 对 称 阵 ,天 为 靖 阶 单位 阵 .求证 :对 
充分 的 正 数 上 . 瑟 + 蚂 为 正定 阵 ， 
和 证 可 证 瑟 + 电 为 实 对 称 阵 , 且 有 在 正 交 阵 了, 使 


41 
rr| 本 | 贝 
| 


其 中 2 为 4 的 全 部 实 特征 值 , 令 


高 毒 代数 题解 精 业 


hg = mar|1a 1 1 1 
不 妨 设 An > 已 和 阁 A0 0, 则 Ji = = = 有 4=0 缚 论 忆 证 上 
上 5 环 二 
1 
和 
. 1 四 
那 笃 和 本 < fi=1,2, :5) 雹 ) 
再 由 全 式 有 
和 
Mn0 中 | 
Ted 二 
小 
Ano+] 
让 1 
1 
了 -+T 志 ?了 = 
hn 
由 
汪 一 本 时 上 
由 已 知 1+ 元 + > (=1.2……,n)， 
下 + 权 为 正定 阵 . 


44]1.[ 中 山头 学 1 证 明 下 列 命 古 或 举 出 反例 说 明 命 题 不 真 : 
(mm 阶 实 对 称 方 阵 4 为 羊 正 定 的 充分 必要 条 件 是 4 的 所 有 顺序 主子 
起 全 为 非 负 ; 
(2) 若 ” 维 线 性 空间 了 的 子 空间 后 是 na 阶 实 对 称 阵 4 的 不 变 子 空间 ， 
中 是 星 的 正 变 补 , 则 必 也 是 4 的 不 变 子 空间 ; 
{3 得 4, 如 同 为 mn 毅 实 方 阵 ., 则 昭 与 副 有 相同 前 特征 这 项 式 . 
解 (1) 此 命 巅 不 真 , 比 如 
0 
4-[， | 
它 所 有 顺序 主子 式 非 负 ,但 它 丰 是 半 正 定 前 . 
{2) 合 题 真 { 这 里 了 = 天 ,否则 无 正 变 补 可 育 ) ,在 丈 中 定义 线性 变换 
oa = 4 上 下 全) 
可 证 r 在 标准 正 变 基 


高 千代 数 题 角 精 粹 


1 2 牛 

1 里 

站 四 攻 : 

上 1 二 * 开 3 亚 + En 一 0 

避 1 ] 

下 的 纸 阵 为 4. 
并 对 wa,pE 天 有 
【4r ,请 ) 三 fedp) 


区 起 


ya 和 证 ,下 证 如 人 隆 , 即 证 如 上 上 矶 

事实 上 ,YRpRER, 则 四 和 抽 (用 是 4 的 下 变 子 空间 ) 

而 = 上 mm…fa,de)=0 由 上 面 仿 式 有 

(4a, 有 8 = 

此 即 上 上 有 矶 ,… 自 所 行 , 即 下 是 4 的 不 变 子 空间 

[3 命题 真 .由 P173 第 324 题 可 得 . 

442.[ 北 京 航空 航天 大 学 ) 已 知 4, 呈 均 为 上 防 实 对 称 正定 阵 , 且 有 4B 
= 型 , 试 证 :48 也 是 正定 矩阵 . 

证 4 辐 世 大 < 人 (dB = 下 机 = 列 =48 要 是 证 阶 实 对 称 阵 . 

可 以 证明: 奔 在 同一 个 实 可 道 阵 ,使 


7-147 = | 攻 | 中 


二 
er-| | 四 
6 


事实 上 ,存在 正 交 阵 忆 ,使 


1) 
电 -1 和 闻 一 | 必 光 (起 
1 可 


其 中 矶 为 不 级 单位 阵 ,1 ，…,》。 互 不 相同 ， 
由 48= 到,…(P-IMP)(P-IBP)=(P-1BP)=-(P-IBP)CP-14pP) 团 
由 国 可 得 


已 
户 BP = 呈 1BP 下 | 加 
丘 


高 等 代数 理解 精 烷 


其 中 呈 : 与 是 同 级 方 阵 ( = 2] 
由 素 = 电 可 得 员 = 品 【=12 8 从 而 存在 正 交 阵 丸 , 恒 


ai 站 
， ki 一 1 ,2 


| 


那么 怠 是 正 变 阵 , 且 令 了 = P，, 风 
8 个 


此 总 个 = 


都 是 对 角 阵 ,再 令 


7-187 = 吕 LP-15P)D = 


为 对 角 阵 . 


oO 后 人 
7-147 =- | 时 | 
心 ;1 放 五 


出 为 对 第 上阵 ,从 而 得 证 咱 , 凶 式 成 立 . 
由 于 4, 中 正定 ,所 以 

ao>0>0 人 = 1.2 0 
但 


1 直 1 
71467 = 【7147 (71B7) = “- 塌 
[有 疝 


> 人 … 4 是 正定 阵 . 
443. (武汉 大 学) 若 4 是 实 杠 锥 矩 阵 ,求证 : 奔 在 正 交 阵 凹 ,PP 使 


A1 
Pi1L4P，- | 汪 和 外 
筷 


高 车 代数 题解 精粹 


证 由 于 4 实 满 秋 ,从 而 44 为 正定 阵 , 存 在 正 交 阵 疡 ,使 得 


疡 1 
呈 Pd | ， | 侣 ) 
Ai 
其 中 上 >0 1E=1,2……,) ,再 邻 
和 = YA 
再 令 


1 
仕 = | …， | 到 地 有 
An 
Pd ) 有 = 让 仙 
令 玉 = 光 PC 那么 瑚 是 实 站 阵 , 且 
PP = 《CC 
此 即 疡 是 正 变 阵 , 且 


41 
PP 户 和 = 人 -1 = 全 三 共 | 
4 


444.( 畏 北 工业 大 学 ) 如 果 4, 呈 均 为 后 阶 实 对 称 正 定 抢 阵 ,证 明 , 4 


的 特征 值 均 大 于 0. 
证 4 正定 ,4 合同 于 五 , 即 存在 实 可 北 阵 疡 ,使 PP = 呈 . 
PUB = 开户 ( 产 )70 有 -1 = (PP PP- 昌 ， 如) 


当 召 正定 时 , 则 (PP -也 正定 ,从 而 它 的 特征 值 全 大于 0. 由 中 知 
后 与 ( 产 -中 ) 相 仆 , 有 相同 特征 值 , 因 此 4 嫩 的 特征 值 均 太 于 
445.( 中 山大 学 ,湖南 师范 大 学 } 证 明 : 实 对 称 4 的 特征 根 均 宋 闭 区 间 
|a,5j 上 , 当 旧 充当 4- 下 的 二 次 型 对 !> 二 时 为 负 宗 ,对 :< 时 为 正定 . 
证 给 王 阶 实 对 称 阵 4 的 全 部 特征 值 为 1 ,1 ,那么 


加 后 有 12 地 
设 4- 红 的 全 部 特征 值 为 辣 ，, 点 , 则 
站 = =] 2 
由 纪 有 
和 -上 中 (= 起 
当 z> 时 ,由 心 知 


2 


高 等 所 数 三 香精 和 粹 


直 - 目 为 负 定 阵 , 从 而 相应 二 次 型 为 负 定 二 次 型 . 
当 +<a 时 ,由 四 有 
0 < 局 (= T2 nn) 
4- 呈 为 正定 阵 , 从 而 相应 二 次 型 为 正定 二 次 型 
44.( 兰 州 大 学 】 设 实 对 称 阵 4 的 特征 值 全 大 于 =, 实 对 称 阵 中 的 特 
征 值 全 天 于 呈 证 明 :4+ 电 的 特征 信和 全 天 于 上 + 
证 设 4, 吕 均 为 上 和 阶 实 对 称 阵 ,从 而 4+ 电 也 是 = 了 脐 实 对 称 阵 . 
由 上 疗 知 4- 上 中 和 号 -是 都 是 正定 阵 , 从 而 
(4 一 aE+(B- 上 = 和 + 有 -Ta 古 
为 正定 阵 . 
设 4+ 旦 的 nm 十 特 征 值 为 2 那么 (+ -ad+ 有 下 的 2 个 特 
征 值 为 
一 基站 十 直 ] 4 一 站 十 下 
直 + 旦 -+a 匹 为 正定 阵 ， 
【aa+E) > (人 = 2 
站 
447.【 示 困 工 业 大 学 1 日 为 本 xnm 实 矩阵 ,= xz, 和 站, 证明: 
方程 组 永 =0 只 有 零 解 的 充分 必要 条 件 是 中 中 为 正定 邱 阵 太吉 未 吾 的 转 
著 . 
证 素 =0 只 有 警 解 避 史 Br =0 只 有 登 解 ”一 15 有 1x0 
< 自卫 为 正定 阵 . 


448.( 华 中 师范 大 学 ,2002 年 ] 判定 = 元 二 次 型 《n+ 旭 祥 好- 


( 妆 x)2 是 否 正 定 ， 

解 ” 设 此 二 次 型 对 应 矩阵 为 4 , 则 
aa -1 -1 … -1 
二 
-1 -1 -1 
1 用 -MI=( 人 -Thai -1 


辣 二 = 


由 于 4 的 特征 值 均 为 正 , -， 4 为 正定 阵 ,从 而 二 次 型 为 正定 二 次 型 . 


高 痘 代 数 现 解 精 粹 


二 


本 琴 丙 殉 丁丁 丁丁 丁 栈 丁丁 
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六 章 ”线性 空间 


1 线性 空间 的 概念 、 基 、 维 数 、 坐 标 


【考点 综述 ] 
1. 钱 性 裤 间 定义 有 两 个 非 空 集 售 ,一 个 集合 ”一 个 是 数 域 ,两 种 运 
算 ,并 满足 以 下 几 条 算 律 构成 线性 空间 Y， 
(在 YY 中 定义 了 一 个 " 吉 法 ", Ye,p,ycET, 往 是 
( 上) 封闭 闫 + 有 和 了 
{ 1) 亚 摘 律 e+ 有 = 有 +ea 
{ 诈 ?结合 律 (e+ 有 +7=e+fB+y) 
{ jy 存在 零 元 . 即 存 在 0OE TFT, 使 0D+rw=me 
(V) 存 在 负 元 即 Y eaEF 存 在 BET, 合 有 +a=0 
(a) 在 了 与 户 之 间 定 义 六 数 乘 " Ya,8S YY IE 满足 
{Vi) 圭 闭 如 ET 
(Yi) 单 康 泡 1a=a 
(yi 两 种 分 配 律 
【下 + 所 = 各 十 下 
此 + 有 = 各 + 枯 
【MX) 结 合 律 .& 吕 ) =( 吕 )a 
广 ”线性 空间 台 向 基 空 间或 和 撩 昌 空 间 ， 
2. 维 数 与 基 设 了 是 严 上 线性 空间 ,车 存在 一 组 线性 无 闫 的 向 量 w)， 


高 世代 数 是 解 精 粒 


enEV 对 ypEP;8 都 可 由 ai wm 线性 表 出 . 则 称 由，…m 为 下 的 
一 组 基 , 且 由 F= 以 或 维 V = m)， 

3. 儿 个 常用 的 线性 空间 

(UP x" 是 忆 上 线性 空间 ,dmP" "= mm 县 

下 人 二 22 

为 证 "的 一 组 基 ,其 中 吕 是 全 , 疙 元 为 1, 其 余 均 为 0 的 下 xm 和 矩 咽 . 

(2) 7 (或 P 是 只 上 线性 空间 ,dr = 由 nmP = 由 其 中 

5={00 1 00 人 =1;2… 瑞 ) 

为 单位 向 基 组 , 它 是 疡 “的 一 组 基 . 

(3) 叶 x], 是 已 上 线性 空间 , dimpfxj,. = ,其 中 

1.x2，… 和 为 丽 z 的 一 组 基 . 

(4) PEx] 是 已 上 线性 空间 , aiu2[xj= wm ,其 中 

xx 为 中 < 的 一 组 基 . 

(5) 生 成 子 空 间 , 证 是 严 上 线性 宗 间 ,al ,am 和 下 

En 

是 P 上 线性 空间 , Gil(a aa) = 秩 ja， ,ol , 且 ai，m 的 一 个 
圈 大 线性 无 闫 组 为 下 的 的 一 组 基 . 

(的 于 乓 + 记 )= 

4- 坐标 设 m…an 为 了 的 -- 组 基 .6ETY, 若 

是 = 后 

则 称 (和 ，…, 态 ) 为 B 在 基 mi,…，,a 下 的 坐标 . 

5. 基 变 换 与 坐标 变换 《1) 设 am 和 记忆 为 了 的 两 组 基 且 

(8 局)= (ao)7 炎 

则 称 了 为 由 基 ely…,as 到 基 启 ,…, 员 的 过 汶 埠 阵 , 7 是 基 岂 ,所 
到 基 m ,-… ,eu 的 过 渡 算 阵 . 

(2 设 om 和 放风 为 上 的 本 组 藉 , 若 GEY 

本 二 《人 是 ,站 = 记忆) 了 

且 往 足 上 面 品 式 , 则 三 = 环 
【经 典 顾 解 ] 

449.{ 北 京 大 学 ,1994 年 ] 在 数 域 攻 上 的 4 维 向 重 空 间 嫩 内 ,给 定向 
量 组 

al=1il,-3,0,2),a=( -2,1.1,1)a=( -1 一 21,3) 

(了 判断 此 铅 量 组 是 否 线 性 相关 ， 


襄 王 代 获 是 和 韩 精 秩 


(2) 求 此 向 量 组 的 秩 ; 
《3) 此 向 量 组 生成 瑟 的 子 空间 
世 al asyas) = 下 al + 天 az 十 ca 有 起 :昭和 拓 天 | ， 
求 此 子 空 间 的 维 数 和 一 组 基 . 
钥 {1) … oa= al+ ez elyazsocg 线性 相关 ， 
《321 由 于 企 1 ， 占 人 对 应 分 贡 不 成 出 例 ， 人] ， 空 和 线性 无 半 . 也 | 可 赴 站 1 ， 
az 线性 表 出 
沪 穆 {eiyeayasl = 2. 
(3 了) mLalyaaya3l = 入 |aiyezyeoj| =2,. 上 肘 此 1 ， 让 3 汶 此 生成 子 空间 的 一 
组 基 . 2 
450. [长 败 地 质 学 院 } 判断 下 列 问题 中 的 向 量 集 合 , 能 否 构 成 相应 问 
量 室 间 的 子 空间 (中 总 表示 维 问 量 空间 ). 
《1) 晤 中 堂 标 是 整数 的 所 有 向 其 ; 
(2 辣 中 坐标 满 是 方程 zl + 加 +…+ 轩 = 人 0 的 所 有 向 量 ; 
( 拉 语 中 坐标 满足 方程 xj + 妇 + 和 二 和 = 上 的 所 有 向 量 ; 
{4) 第 一 ,二 个 坐标 相等 的 所 有 = 维 向 莉 ; 
(5 平面 上 煞 点 位 于 第 一 和 象限 的 所 有 向 最 . 
答 ( 口 不 能 构成 问 的 子 空 间 , 因 为 数 莱 不 封闭 . 设 此 向 量 靠 合 为 好 , 那 


么 ea= 01)E 币 , 但 六 eE 相 :和 不 能 构成 瑟 的 子 空 间 . 


(2) 能 . 设 旺 = 1 入)1i+ + 二 = 全, 它 是 邢 的 子 空间 .首先 
0 种 , 非 空 . 其 次 We= (和 人 jw, 则 w+ 
月 = (xi t+71 二 = 【有 hf 从 而 if 是 站 的 子 
空间 . 

(3 不 能 . 令 和 = 车 +, 由 于 De 和 ,时 ,不 
能 构成 本 的 子 空间. 

(4) 能 . 令 邮 = |((21yx1y 各) 二 乓 呈 |.OE 时 ,YE 大 , 则 

时 人 = 153 用 风 

e+RE 币 ,如 E 和 .… 机 ,是 中 的 子 空 间 ， 

(5) 不 能 . 令 妹 = (zy)1z>0y>0 Di 和 ;不 是 配 的 子 窑 
闻 . 

451.1{ 北 京 大 学 ,1996 年 1 ” 设 线 性 空间 ”中 的 向 量 组 ol . oa, ed, ay 线 
性 无 关 . 

(本 试问 :加 莽 组 w+ aaas + rd gx3 + ak as + Fl 且 否 线性 无 关 ? 要 求 
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说 明 匈 让 . 

《2) 蒜 疝 量 组 r; + avas + adyad+ wdyw dtl 生 成 的 线性 空间 丈 的 一 
个 基 以 及 中 的 维 数 ， 

解 (1) 令 启 =a+o: 房 =oa+o9, 房 =0+ad 有 = 中 +o 那 笃 


In00l 
1 1 0 
【中 咏 启 房 ] = (aiasesed 0 110 由 
D00n0 1 
100 1 
ii 1 0 0 
1141 = 站 = 作 ，. a + aaaz + ea+ eyead+ el 线性 相 
嫌 站 了 颖 1 


(2 惠 中 式 看 出 户 , 记 ,而 线性 无 关 { 因 为 左上 角 有 一 个 三 阶 子 式 不 为 
0 

和 稚 | 启 , 记 , 记 ,有 | =3.- 

且 和 所, 房 , 房 为 它 的 一 个 极 大 线性 无 关 启 . 

他 卫 = 下 e+azyaz+ os oa 二 ayad 二 ol)= 有 , 记 ,记忆 )， 

全 = 秩 1, 记 ,用 ,有 = 3， 

具 el+eayas+ eas+el 为 多 的 一 组 基 . 

452. [高 数 二 ,1993 年 ) 已 知 到 的 两 组 基 


人 [下 
,人 -四 


求 由 问 1 7 实 3*， 证 3 到 局 记 的 过 渡 拓 阵 . 
解 ” 设 此 过 装 矩 阵 为 疡 , 则 


1 > 3 ] 

|: 3 (|- 【 房 ,, 房 ) = 【alyaaalp = | 必 |。 和 
L 4 3 

自 避 有 


高 车 代数 天 解 精 料 


1 1 工 妇 -JJ112 2 3 4 
P=|1 00| |323|=|0 -1 0|. 
1 -1 3 1 4 3 -1 0 -1 


453. [ 武 讽 大 学 ,2000 年 【em mw 记 ) 为 宝 曾 天 的 两 组 


基 . 
(aol 二 【有 有) 全 
也 和 E 证 . 
= 2 二 Sas 一 有 二 + 也 
《5 地 
则 


【上 ) 加 = 相 【HB) 呈 = 直 ” 【CI 有 = (1 TD) 呈 =4 
答 (C)- 
解 信和 =(aoW = ,由 全 有 


= 【el aa) 下 =【 朋 应 )， 地 
将 中 代入 邓 得 

(有 及 )44= 《 启 … 记 J7， 

4 


【和 
454.[ 半 北 大 学 ,2001 年 ) 已 知 3 维 向 量 空 间 严 的 两 组 基 wi = (1,2， 
1 oz= 2331 03 =《3 了 7 1 一 131,4), 房 =(5,2,1) ,局 = (1,1，-6)， 
向 量 = 在 这 两 组 基 下 的 坐标 分 别 为 (zl,zz,z) 及 (加 全). 求 此 二 坐标 
之 疝 的 关系 ， 
1 2 3 2 
远 :ear 3 中 呈 
1 3 1-Lxzs 
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7 138t 
1] 和 3 一 人 
二 二 罗 
盖 | 一 笑 -13 - 生 克 2 上 
区 | 和 
了 1 可 


455.{ 商 数 一 ] 设 三 维 向 量 空 间 的 一 组 基底 为 wm = (1,1.0),as = (1， 
0D,1) .assto0 1 则 向 量 有 = (2,0, 间 在 此 基 下 的 坐标 是 

管 :(1,1, -1). 

解 设 有 户 =xiel+3 刀 oa+ 妈 ao3 捧 


乞 ] 十 各 一 补 ， 
和 1 + %3 =0， 


2 二 5%3 二 曲 . 
可 解 得 %1=1,5=1,%3= 一 ]， 
页 及 在 基 ai,azia3 下 吾 标 为 1 -下 
456. 【华中 科技 大 学 ) 证 明 :1(xz-i)(z-t(xz-2) 为 Px]s( 次 数 
小 于 3 的 刻 项 式 全 体 所 成 的 空间 ) 的 基底 ， 
证 ”因为 已 知 1,*, 巡 是 PLs] 的 基底 ,而 


1] -1 了 
ooe-aoe-ar0ma。 ] | 

站 站 1 
】 一 1 二 
心 1 -3 
站 必 


和 面 关 01x-ltz-tiz-20 也 是 严 *] 的 -个 基 


457.【 厘 门 大 学 , 潮 北 开学 】 役 


1 
四 [ | | 
了 1 2 


郧 = | 号 所 严 * 和 4= 和. 求 开 的 维 数 与 一 组 基 . 
解 设 


册 好 = 咒 得 


高 葡 代 数 题 香精 入 


变 ] 三 亢 | 十 区 31 

证 2 二 光 0 十 谢 3， 

于 二 和 X531 

区 王 4 填 王 6 

训 5 二 证 证 

总 6 一 立 5 

Wi 十 24 十 了 87 一 元] 二 和 8 
Ya 二 45 二 28 二 条 2) 


3x3 十 6 十 了 238 一 了 39- 


尼 莘 后 得 
X3 二 
2 二 0， 
8 三 一 3 一 划一 人 
X8 二 一 3%3 35 十 和 9， 


把 y zx z 看 作 自 由 未 知 黄 ， 


念 和 二 下， 2 一 光一 多 5 二 wa = 了 ,得 吉 ] 一 ~ 了, xa = 有 - 即 


1 遇 
喇 =| 0 0DD0I|: 
-3 了 了 0 


类 似 还 可 得 


和 0 六 站 
品 : = 1 帮 昌 ? 至 ; = 站 1 必 
-ll 总 全 一 | 必 


00 0  ] 
s-|。 0 中 a-|。 站 | 
1 1 1 和 -3 
则 怠 挟 环 (=1,2,3,4,5) 且 互 ,有 5 线 性 无 甘 . 由 有 后 克 , 呈 下 由 且 ， 
号 ,85 线性 袁 出 ,比如 , 设 
中 ={ 且 Ja 民 画 
财 5= bo = 站, 且 
尼 = 贞 1 晤 | 二 52 再: 十 贞 男 + 古 六 县 十 让 辣 再 5 
这 样 
dm 外 =5, 且 百 ,有 ,Ba, 了 Bi,Bs 为 它 的 一 组 基 . 


郊 葡 代数 时 埋 精 特 


458.! 华 中 师 落 大 学 ,2001 年 ) 设 后 ,凡是 数 域 记 上 的 线性 空间 . 
邮 【alyaa( 启 ,p)E 册 xmVYAEP 规定 
《aiyeai + ( 古 ,B) = (e+ 记 az+ 岂 ) 全 
计 ayao) 二 【Ni 和 (区 

(ui 证明; 万 x 队 关于 以 土 运算 梅 成 数 域 只 上 的 线性 空间 ; 

《2 = 下 ,an =: 求 醒 af 人 xx 且 )， 

证 【二 由 书 知 斑 x 丰 关 于 加 法 封 谢 ,容易 验证 加 法 , 广 足 变 斤 律 与 

结合 律 ， 

设 0 内 分别 为 抽 , 玉 中 堆 元 ,那么 CO 中) 是 用 x 这 的 杷 元 ， 

【eyea)E 和 x 了 ， 【一 ay -~ aaa] 入 Fx 队 使 得 (el ,az) + 【 ~ 全 1 

- aa = 《站 ， 昌 ) 

其 次 出 数 量 委 法 名 知 数 量 捷 法 封闭 . 量 

1. 《alya27=《alyca)， 

中 区 ayazy]=【( 吕 Tfai az)， 

《下 十 二 ii 人 二 天 (ayez Eee 

下 [feiyeaz] +《 启 ,应 ) 了 = 站 [aiyaa 二 二 民房 及] 

都 成 立 .… mm x 从 是 忆 上 线性 空间 . 

《2 设 四 am 为 矶 的 一 组 基 , 启 ，…… 记 为 乒 的 一 组 基 . 

舍 力 =(ei ys=faa DT = (ao 人 ) 

=【《D 吕 ) 交 = 日 , 房 ) 和 羡 = (0 有 ). 
这 证 站 十 下 个 疝 量 7 人 线性 无 关 ， 
念 站 访 二 二 
二 
有 0 
-0 饭 性 无 关 
7 人 矶 xx 凡 , 风 7y=(a, 有 ,其 中 <E 及 ,BE 内 ,那么 
g= SG 二 Sam 月 = 与 册 + 和 二 区 
=《ay 人 + DB = 习 + 二 
即 7 可 由 7 3 人 ,线性 表 出 ,… 它 们 为 册 x 矶 的 一 组 基 ， 
共 而 而 m[ 防 内) = 现 十 关 ， 

459. (中 国 科技 大 学 ) 车 ma,…,mw 是 = 维 性 空间 Y 的 一 组 基 , 证 
明 : 同 量 组 elyal + ea ar+ 四 十 … 圭 如 从 是 下 的 一 组 基 . 系 若 o 关于 前 
一 组 基 的 坐标 为 (nm =- 1,…,2,1), 求 a 半 于 后 一 组 基 的 坐标 . 

解 今 记 =oi: 户 =o+m 及 =o+o+…4oay, 则 


高 葡 代 数 题 解 精 入 


1 1 | 

四 1 1 0 1 

【有 , 房 … 六 =Telye2 en》 本 汪 : 今 4= 3 
0…1] 0 个 … 


上 a 
则 141z#0 … 穆 18 pp 风 1= 和 对 4=4 站, 记 ,… 入 线性 无 关 , 从 而 
它 也 是 一 组 基 ， 
设 a =2 岂 + + 


站 


] 


灾 1 
三 | |- 【ai … 立 。 中 
筷 。 “ 
] 
由 中 有 
五 
本 1 
一 1 
| | 
和 1 
在 1 -1 站 … 志 1 
了 1 
旧 攻 ES | 这 
二 2 | 1 ”tt 
必 必 [ 相 二 ] 1 { 


即 = 在 后 一 组 基 下 坐标 为 (1,1.,… ,1). 
460.( 中 国 科学 院 } 下 列 结 论 正 确 知 ,正确 则 证 立 , 畏 则 给 反例 ， 
(有 册 , 用, 1 是 丰 的 子 空间 ,再 了 = 10| ,用 站 旋 = 0 ,用 向 = 
, 则 Y 中 任 一 元 素 可 唯一 表 为 太 , 内 肋 的 和 ; 
(2J4, 吾 为 组 复方 阵 , 则 4 ,8 特征 杠 相 司 ; 
(3)4: 纪 为 级 复方 阵 ,4, 吕 有 相同 的 特征 多 项 式 与 最 小 多 项 式 , 则 4 
与 号 相 介 ; 
[460 是 任 意 2 个 复数 ,出 


(二 ci) (三 5 页)<( 于 aa) 六 起 )》 
答 【 引 不 财 .比如 设 了 = 天 , 抽 = 二 sh) 了 =20e), =Eta) 其 中 
ET= (0 ,sa=f0O.l)w=tl,1) ,那么 


扣 


高 葡 代 歼 题 解 精 粹 


太 记 及 =| 人 及 站 也 = 二 信和 站 广 = 直 |， 
且 = 六 + 人 + 从. 但 表示 法 不 唯一 ,比如 
全 二 El 丰 村 ez 十 身上 三 站 E 二 站-E 十 工交。 
(2 对 ,由 P73 第 324 题 可 得 
《3 不 对 ,比如 
[ !] 1 
0 1 】 
于 1 二 1 1 
|， [| 
那么 1 语 -41=1E- 了 =(u-l, 且 4 与 了 有 相同 的 量 小 条 项 式 (A 
| 些 
但 4 与 妃 不 相似 ,因为 它们 初等 因子 不 所 . 
4 的 牢 等 因子 为 :4 - 12 (4 一 1)2， 
如 的 初等 因子 为 :4 -1 -101- 3 


(4 对 念 g=fatazyo) 有 = (的 
由 柯 西 一 布 课 雅 柯 夫 斯 基 趟 等 式 有 


espl2sfeyeifB,B). 贡 
而 !(a.B)i={fapfa, 且 

王 (三 站 忆 0) 对 
(co =( om), 国 《8 有 = (二 也 
将 加,, 电 代 人 外 即 证 . 


461. (南京 大 学 ) 设 了 是 复数 域 上 na 维 线 杜 空 间 , 太 和 入 各 为 了 的 
r 维和 mm 维 子 空间 , 试 求 mW + 户 之 维 数 的 一 切 可 能 值 . 

解 请 R 的 一 组 基 alyaz yerl 再 取 有 5 的 一 组 基 局 ,应 及， 

则 有 = 于 的 aopyer) 有 内 = 了 ayazivyao)]. 

说 + 及 = 下 和 有) 

二 中 由 + 太 )= 针 ja 有 | 

er 过 二 机 用) 二 PnP 

462. 【新 江 大 学 } 设 忆 是 线性 空间 7 的 一 个 真子 空间 , 问 中 适合 P 
= 忆 + 四 的 子 室 间 处 是否 唯 --? 并 证 明 你 的 结论 . 

管 : 布 唯 一 -比如 下 = 天 ,D= 站 ,其 中 扣 =( 10)， 

再 全 61 ,a=flt) ,那么 角 | = 也 ez) 全 = 了 (e) ， 必 = 了 Tel， 


si 都 有 
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y= Dr 现 = 了 + 有 职 =1+ 肌 . 
但 及 , 要, 同志 不 相等 .… 首 不 是 唯一 的 . 
463. 【中 国人 民 大 学 ) 车 

= e+ 页 + 二 上 1abice, 人 愉 | 


则 对 于 通常 的 加 法 和 数 科 , 在 复数 域 如 上 是 维 的 ,现在 实数 
域 尺 上 是 维 的 ， 
管 2j4. 


解 在 复数 域 上 仿 xl= (10y ,as =(0,.1); 则 xyvaz 是 线性 无 关 的 . 
有 =(ta+ 员 :e+ 起 ) 安 丫 , 周 
间 = (8+ 要 六 e+CCT 厦 ] -aa 
此 有 即 证 且 可 让 miyas 钱 性 表 出 . … myY= 2 
在 实数 城 上 , 令 
商 = 人 1 的, 房 = 全 有, 户 = 避风 = (0 
关 而 房 + 起 房 + 息 房 + 向 记 =0, 其 中 丰 反 再 人 = 1,2,3,4) 
{ 十 天 DO 
= 和 妇 关 由 
此 即 外 , 房 , 房 , 让 在 尺 上 线性 无 关 ， 
由 有 = (e+ 着 e+ 三 见 
8= 咯 + 媳 + 咒 + 鸣 , 可 由 六 , 刺 , 启 , 记 线 性 表 出 ,在 实数 城下 上 ， 
… 让 TY = 二 . 
464. | 吉林 工业 大 学 ,华中 师 薄 大 学 ,1989 年 ) 若 以 六 sx) 表示 实 系数 
霓 项 式 , 试 证 
四 = | 放 x)1 帮 1) = 0, 次 扰 z) 二 | 
是 实数 域 上 线性 空间 ,并 求 出 它 的 一 组 基底 ， 
证 记 员 xj 为 实 系 数 案 项 式 全 体 , 已 知 凡 [xz] 是 员 上 的 线性 空间 . 
06E 到,… 非 窄 ,时 成 3 [Cx) 用 ,天 入 ， 人 如) = 修 ， 
且 天 1 + =0,NTTD = 用 
所 有 <] 友 全 ,二 (和 刺 ， 
兄 证 下 是 Ris] 的 子 空间 ,从 面 丈 为 实数 域 上 线性 空间 . 
再 令 
用 3 一 
由 于 呈 (= 82( 电 =…= 有 (有 =0. 且 次 昌 (z)ni=T2… ny) 
人 
再 证 晤 (zz 线性 无 美 . 念 
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大 于 下] 十 本 交 》 十 十 基 有 二 天 站， 二 
人 网 | 
出 较 卫 次 两 边 系 数 可 得 

吕 盖 0 
es “十 此 三 个 ， 


性 无 关 - 
于 虹 艇 和 = 全 如 二 本 1 业 ” 上 二 二 上 人 生 有, 那 委 


虽 = 生 抽 = 本 十 本 -十 十 @ 二 

但 是 

站 和 = af 和 一 机 十 本 -全 贡 下 一 人 二 -二 《0 二 十 
am ) 


= CR 苹 二 GE 二 放 寺 和 二 全 可 太 和 
此 即 妈 x 可 由 ozxye2x) gw) 线性 表 出 . 
综 上 可 知 gif zy sfxz) ga5) 为 多 的 一 组 基 , 且 直 m 丈 = m. 
465. (北京 大 学 ,1998 年 设 了 是 定 六 域 实数 集 只 的 所 有 实 函 数组 成 
的 集合 ,对 于 AP,gEY.a 红 只 ,分 利用 下 列 式 子 定义 F+ Ed 可 : 
(FTSNz) = 并 2]+E)， 和 二 
(gz) = xz)， xs 在 二 
则 了 成 为 实数 域 上 的 一 个 线性 空间 . 
设 万 (Ca =] 及 (xz) = cosx ,万 (z) = cos2x, 方 (x)= cos3x、 
【1 判断 态 , 广 , 太 , 态 是 理 钱 性 相关 , 窟 出 理由 ; 
(2 用 《7 8 表示 户 E 生 成 的 线 狂 子 空 间 ,判断 
《所 + 万 访 > 
是 否 为 直 和 . 
解 (1 今 铝 而 + 有 + 起 所 + 总 方 =0, 即 
加 + jeo6k 十 知 eos2w + 有 n063y = 昌 吃 


分 别 将 x =0, 于 ,至 ,z 代 人 中 D 式 得 
和 0 + 关 十 是 > 十 克 3 一 丰 ， 


二 
解 得 向 = 后 = 右 = 委 =0.… 克 及: 廊 , 万 线性 无 关 ， 


1 
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2) 全 有 = < 真有 > = 中] 语 = < 户 , 户 > = 世态, 万] . 
酚 + 屿 = 下 太太 万) 
吉 了 + 轴 =2+2=4= 二 [全 + 有)， 
… 多 + 且 是 直 和 , 郎 < 太太 > +< 太 ,为 > 是 直 和 . 
466. (武汉 大 学 ,1999 年 ) 设 四 是 定义 在 闭 区 间 [0,1] 上 所 有 实 函 数 
的 集合 ,在 有 上 定 广 如 法 为 :对 月 ,万 所 刺 , 厂 + 万 为 画 妆 
(及 + 六 吧 = 万 (Y) 十 访 () 起 
定义 实数 " 委 明 数 jE 家 为 
(5 人 = rr， 的 w) 全 
(了 证 明 : 罗 是 实数 域 只 上 的 向 量 宝 量 ;并 指出 什么 函数 是 零 向 量 ; /FE 六 的 
负 向 量 是 于 人 委 范 数 ; 
{2) 证 明 : 丈 不 是 有 限 维 向 量 空间 ， 
证 《1 1 首先 可 证 下 关于 加 法 封闭 和 数 生 封 押 . YY 方 , 记 和 要 ,天 
E 及 ,那么 万 + 大 和 夺 仍 为 定 闵 在 闭 区 间 [0,1) 上 的 实 函 表 , … 太 + 无 ,生生 
呈 . 
再 验证 加 法 应 满足 的 4 条 往 律 :YY 万 ,万 , 方 所 本 ,VE 员 GE 六. 


及 + 有 = 六 + 力 地) 
(+ 太 )+ 万 = 万 +( 太 + 方 ) 二 
规定 等 函数 如 下 : 
0(xz) = 0， xc [0,1] 
则 
号 + 上 万 = 万 二 


规定 斤 的 贷 向 量 如 下 : 
(- 用)(z) =- (ARCz)) xz 所 [0 


则 
《天 ) + 故 = 心 . 塌 
这 4 条 中 ,这 里 只 证 @@ 式 (全 由 名 同 理 可 证 ) 
咯 < 人 [1 
[区 -+As)=( -AsJ+Az)=( -万 )(z+(P)(s)=0=00z) 
:+ 站 = 
最 后 验证 数 猴 应 满足 的 4 订 算 律 ， 
1 " 瑟 = 拓 过 


高 壮 代 煞 题 钟 精 栖 


不 六 = 【总 起 
(+ 曙 太 = 二 + 护 全 
kt+t 态 ) = 增 + 二 必 
也 只 证 加 式 (四国 时 同 理 可 证 ) 
时 天 二 1D,1] 
[RCR+ 态 xz)= [+ 六 0z)= LRCe)+ 太 Cs Wi 
{ 肯 + 杭 (= 的 并 和 万 人 十 下 
= 此 及 (z) + 请 (zx 
由 卫 , 和 作 即 证 他 式 ， 


综 上 即 证 多 是 中 上 向 最 空间 , 堆 向 量 是 擎 函数 ,二 
0Kxz] = 0， 二 亿 【0.5] 
了 的 负 订 量 为 : 
{ 一 及 (zy = 【[ 抱 下]， YE [0.T] 
《下 证 ”二 nm 允 = 口 , 邵 存在 任意 多 个 线性 无 美的 向 重 , 令 
而 (z) = 1， x 扣 [0,1]， 


人 万 [ 站 ,上 ] ， 
亡 (cy = 训 ， “全 【0 有 . 
捕 [5 = 如， xE [Di 
那 去 谋 证 记 , 乒 ,六 线 性 斋 英 ,由 下 的 可 尾音 大 ,… 本 机 = o, 肢 不 
是 有 限 维 实 向 最 空间 . 
467. 【西北 电讯 工程 学 院 ] 选择 厢 
1) 实数 拭 向 量 组 
1 2115 61 [9 0 2 41 [6 3 
| | 8& 由 因 攻 纺 
a. 是 线性 相关 向 量 组 5. 基线 性 无 关 向 量 组 


2) 下面 哪 一 种 方程 组 的 所 有 解构 成 一 个 向 量 空 间 
a. 齐 次 线性 代数 方程 组 上 非 齐 次 线性 代数 方程 组 


.线性 代 教 方程 组 
(3) 下 面 娜 一 种 变 搞 基线 性 恋 换 
-了 = 上 十 在 .| 抱 贡 才 < 


[4) 在 维 向 量 空间 取出 两 个 岗 量 组 ,它们 的 区 
a, 必 相等 训 . 可 能 相等 亦 可 能 不 相等 “. 不 相等 


高 苯 代 数据 香精 梓 


答 (1) a- 因为 一 切 2x2 实 矩阵 举人 台所 成 向 量 空 间 是 4 维 的 ,5 个 向 
重 必 线性 相关 ， 
《2) 吕 。 
(jc， Yy= 大 + 证 不 一 定 是 线性 变 搞 ,比如 y=1. 则 | 阁 z 帮 也 不 
是 线性 变换 ,比如 给 风 x) = ,而 


Jaz)de = 二 +C 


不 是 唯一 的 . 
故 选 e. 
(4)3. 比如 在 到 中 选 三 个 向 量 组 ( 工 ):0 
《 工 :el =【《1 0 
《 隆 ):ss=t01 ,人 
如 暴 选 ( 工 并 在 ), 秩 ( 工 ) 天 秩 { 卫 ) ,从 而 否定 s, 如 果 选 [HI)( 夺 ) , 秩 
“ 芽 ) = 稚 (I), 否 <c, 故 选 户 . 

468. [北京 大 学 ,1997 华 ) 设 44. 呈 是 数 赴 拓 上 nm 防 方 阵 , 无 是 未 郑重 
2 所 成 ax 1 垂 阵 ,已 知 齐 次 线性 方程 组 加 =0 和 下 =0 分 别 有 |， 
严 个 线性 无 关 的 解 向 量 , 这 里 10,m 关 D. 

(14 证明:4B8)x =0 至 少 有 masff im) 个 线 人 性 无 关 的 解 向 贡 ; 

(2 如 果 4 =0 和 BY =0 无 公共 非 零 解 向 攻 , 目 1+ 让 = na. 证 明 ;, 知 中 
任 -- 向 量 = 可 唯一 表 成 w = 8+ y, 这 里 月 ,7 分别 是 4=0 和 BY=0 的 解 向 
量 . 

证 (D 设 48=0, 焉 =0 和 46Y=0 的 解 实 闻 分 别 为 色 , 多 和 酚 , 由 
已 知 条 件 知 

卉 m 且 1 3 有) 六 玫 ， 

和 秩 4sn- li， 悉 吾 到 中 = mL- 

(1 当下 基 时 ,网 max mm)= 用, 那 笃 驼 =0 的 于 直线 性 无 关 的 解 
也 是 (145)x =0 的 解 . 即 证 . 

《ii 当 玉 < 时 , 则 maxfimy= 而 - 严 莹 下- 上. 

秩 (4) min[ 秩 4, 秩 下 ]<m- 上 

二 mp = 站 -~- 往 如 >n-fna- 电 = 

即 证 487Y =0 至 少 月 上 个 线性 无 关 的 解 ， 

(2 显然 有 有 + 配 委 各. 出 

gaE 本 站 了 配 ,由 于 4=0 与 B=0 无 公共 非 零 解 向 量 . 

.aa 二 ,此 即 腥 门 多 = 10]. 


高 葡 代 元 量 解 精粹 


= 下 本 声 
由 他 有 

丽 m( 本 | 二 本 = 而 二 做 且 : 注 了 + 有 三 下， 

= 全 
由 全 ,网 所 专 

天 = 全 [ 申 且 2， 由 


由 地 尹 证 操 中 尾 一 向 量 可 唯一 表 成 w = 8+ y, 其 中 凡 w 分 别 是 4 =0 


和 焉 =0 的 解 向 重 . 


明 


4609. 【1 华中 师范 大 学 ,1991 年 ) 设 3f4) = 151E 产 "日 4 =0| ,证 


1354) 是 产 " “的 子 空 间 ; 
( 引 设 秩 4 = r, 求 冯 4) 的 一 组 基 和 维 数 ， 
证 (1 …0E 3(4] ,SC4) 非 空 . 
风 盏 ， 吨 握 34 大 和 间 , 则 459 =D, 4 = 个. 
… 丰 (+ 本 )=0 即 + 吾 人 4)， 
站 (有 = 浊 可 | =0，… 和 二 iESC4)， 
即 证 S5 4 是 严 *< 的 子 室 间 . 
(2》 设 am, pm 为 刀 =0 的 一 个 基础 解 系 今 
有 1 =《ati0 的 ,8 = (Dat 0 00 
且 2 = 【aa 人 2 = 0:oa 0 0) 0 


是 昌国 


品 -- 1 一 【0 《0， 0 E 《Da 


刚 4Bj=0 =T2 -Tri 了 =12… au), 即 到 和 抱 号 4 

并 且 可 证 它们 线性 无 关 , 且 Y CE SC4) ,可 证 C 可 由 它们 线性 表 出 . 

一 必 中 一 切 和 矩阵 构 成 S(4) 的 一 组 基 

mmSt = nm 一 +). 

470.{ 北 京 归 记 学 院 ) 设 切 ,到 ,…, 纪 是 数 域 严 上 二 维 向 量 室 间 节 


的 子 宝 间 ,并且 维 数 均 小 于 n ,证 明 : 的 中 必 有 向 最 x 不 在 所 有 普 个 子 空间 


中 . 
证 ”如果 BUGi=1i,2.…mm) 中 ,有 霍 空 间 , 则 可 把 它 去 掉 , 不 会 影 柄 结 


论 , 册 此 这 里 设 


人 < 心 
用 数学 归 缘 法 证 ., 当 m=2 财 ,由 


高 部 代 数 晤 解 精 入 


夏 < 全 m 太 总 下 ,人 三 1 .2). 和 | 
赦 存 在 ee 古 . 
对 这 个 a, 若 ee 古 , 则 命题 证 毕 , 今 设 =E 砚 , 必 另 有 有 本 , 若 月 E 四 
命题 也 证 毕 , 若 8E 册 , 这 时 有 


灵 -3 [7 ， | 羡 世 ， 
ie 入 
e+ 上 下 克 ， 
人 可 证 { 9 {. 
否则 ,比如 e+8& 信 , 有 E 贡 则 (e+ 有 -有 =aEohi, 这 生 (3) 式 也 
慎 ,…a+ 月 关机 


类 类 可 证 =+ Be 态 , 从 币 当 严 =2 时 ,在 友 中 存在 *= w+ 有 8 不 在 这 2 
个 子 空间 中 . 
现 归纳 假设 命题 对 * - !1 成 立 , 即 存在 e 所 所有 
EC) 二 
如 虹 ae 也 , 则 命题 证 华 ， 
如 果 ae 扣 已 , 则 看 在 上 居 吕 . 
令 考 鹿 以 下 : 个 向 量 组 成 区 向 量 组 
冬 十 月 ,2a + 月, 雪 二 月 
其 中 必 有 一 个 向 量 不 在 芒 ，……， 瑟 -: 中 的 任何 一 个 ,否则 唤 中 有 两 个 向 其 属 
于 问 一 个 矿 中 (1sy7ss- 了 .而 这 两 个 向 量 之 差 为 met0< 1mlss- 人 也 
属于 萎 ,…aE 纺 , 这 与 轩 式 下 盾 ,所 以 国 中 必 有 一 个 癌 生 ,不妨 设 为 y= 下 
+ 有 Is ss) 合 
了 人 上 人 = 2 地 
同时 本 证 y 关 已 .否则 若 yE 芭 , 肥 aoEt 一 如 码 中 
则 有 =7y 一 上 E 避 ,这 与 Bez 世 也 盾 ， 
YY 加 
由 轧 吕 即 证 命题 . 
471.( 清 华 大 学 】 设 了 是 an 维 线性 空间 ,由 ,所 ,…,Y 是 了 的 * 个 真子 
室 间 .证 明 : 必 存在 的 一 个 基 al ,…，,a ,这 组 基 都 不 在 Fi , 良和 了 内 . 
证 由 上 是 知人 存在 四 所 了 
入 车 古 ,了 有 人 
显 搬 a 尖 各 , 仿 中 = Er, 则 下 ,也 是 真子 空间 . 
又 用 上 是 , 则 存在 wsE 了, 使 


高 葡 代 数 昭 上 堵 精 往 


站 2 惨 多 包 
那么 wyay 线性 无 关 , 因 为 如 果 ml,ea 线性 丰 关 , 刚 meE LEfei ,这 与 名 韦 
盾 . 


再 令 下 ,= ae) , 则 存 癌 ciE 下 ,使 
和 地 

则 cl, eayes 线性 无 关 ,否则 at,az,as 线性 相关 ,但 el,ea 线性 无 关 , 所 以 3 
可 由 好 14 习 2 线性 玫 出 , 即 oa 全 ECaiy az) = 用, 这 与 起 示 盾 . 

再 令 屎 .3 = 凡 wyaayaa). 这 样 继续 下 去 ,存在 

次 1 2 二 

再 他 “六 so-D= Let 人 -又 在 可 天 内， 用， 丙 
且 move 线性 无 关 . 基 而 它们 为 世 的 一 组 基 , 且 win,a 有 有 的， ， 
了 


2 . 子 空 间 、 运 算 、 直 和 


【考点 综述 ] 

1. 子 空间 设 耻 是 天 上 线性 空间 ,不 基 了 的 非 空子 集 , 若 对 了 的 耳 种 
运算 封闭 , 即 WapE 肌 ,VE 成 ， 

【1 )a+ 有 后 刘 ， 

【让 皇 利 ， 

那么 刺 是 ”的 子 空 局 . 

2. 和 空间 《1) 设 i, 记 的 两 个 子 空间 , 则 称 

多 = ie+BlaE 肌 ,PE 玫 | 

为 抽 与 内 的 和 空间 ， 记 为 惠 = 网 + 由 

(2 车 由 = 人 (aa 且 anp = 

人 = 站 启用 且 = 

则 而 + 队 = 天 0 

册 ( 了 + 也 ?= 稚 |aipe 有 

3. 训 空 闻 

(1) 设 蕊 ,也 浮 闻 的 两 个 子 空间 , 则 急 自 及 也 是 Y 的 子 空 间 . 

(2 本 mm 有 太 忆 ) = 而 Yi + 而 n - 击 (有 + 及) 

3) 美和 伺 本 定 避 由 站 人 丰 和 和 写 站 了， 


4, 直 和 和 


商 壮 代数 题 角 和 精粹 


四 站 = 记 二 户 ， 
{1) 两 室 闻 直 和 【ji ) 设 由 ,用 是 y 的 两 个 了 空间 , 若 
太太 人 = 10|， 
出 称 态 + 也 为 直 和 让 为 和牛 = 六 出 内 (或 闻 = 六 王国 ) 
[ji 等 价 条 件 设 了 = 作 + 且 ,其 中 由, 瑟 是 站 的 子 空间 ,那么 下 面 几 
个 条 件 等 价 
1 全 站 员 = 27G = an + 上 mn 
3)7Y 中 任意 向 量 分 解 唯一 ;和 下 中 替 向 量 分 解 唯一 . 
(2) 多 个 空间 直 和 
(TY=R+ 瑟 ++ 且 
下 站 ( 交 及 = 人 | 人 1 
则 站 是 它们 直 和 , 记 为 了 = 所 四 有 乓 … 轴 及 ( 或 了 = 而 十 内 于 和 … 主 革 ) 
(ii) 若 YY= 机 + 也 + 和 + 下 那么 下 面 几 个 条 件 等 价 
是 下 站 (之 力 = 寺 | (= 1)25 
2) day =- 呈 dnyt 
3)7 中 任意 向 量 分 解 唯一; 
4 了 中 零 向 量 分 解 唯一， 
【经 典 题解 
472. 【复旦 大 学 } 车 有 , 肥 是 线性 室 阿 的 两 个 了 于 空间, 证 明 : 
大 mf 本 | + 狗 )+ Gaf 肌 门 友 ) = 丁克 | + 机 m， 
这 里 dm 下 玫 示 子 空间 下 的 维 数 . 
证 设 丙 , 配 的 维 数 分 别 为 由 ,ma, 由 门 鲍 的 维 数 为 .可 色 门 肌 ， 
【 工 ) :oj 
并 将 ( 工 ) 扩 大 为 本 的 一 组 基 
【下 Je er 有 
再 将 { 工 ) 扩 大 为 配 的 一 组 基 
【型 )a eye 


全 (On sa 疝 ， 和 和 5 
| 门 理 = 下 | 门 瑟 ) = 7 《1 
束 ， = 乓 人 = 是 1， 网 
作 。= 玖 aa = ty。 二 


可 证 


高 等 代 歼 题 运 精粹 


多 | + 且 = 了 el 由 
下 证 性 无 关 ， 
后 6 二 二 ar+ 商 十 全 二 -0 人 
再 令 


7 = 和 上 二 二 
由 鸟 式 有 
7 = - (Pb + + 六) 人 
由 地 , 雪 两 式 知 
7E 丙 7yE 本 ,从 而 同门 本 ,而 aa 为 本 和 门 瑟 的 一 组 基 ， 
二 加 
将 电 代 人 号 ,并 得 项 有 
SG1 十 … 十 Say 于 站 二 十 -二 Pi- 吕 -= 0 二 
但 me 站， -线性 无 关 ,由 鲜 式 可 得 
引 = 邮 


将 晤 代 人 二 = 人 .再 代 人 地 式 有 
站 ar 局 二 
由 wa 有 ,号 -线性 无 关 ， 
= 出 
由 册 ,也 知 线性 无 关 , 再 由 国 式 知 
本 om 仇 | + 郭 ?) = mr+ ma 一 
= 订 a 全 1 + 而 m 用 -在 评 1 门 让: 

[用 + 仇 + 责 门 要 )] = 坦克 | 上 坊 放 和。 

473. { 中 国人 民 大 学 ,1991 年 设 oa 与 岂 ……, 及 是 两 组 阁 维 向 
重 . 证 明 : 若 这 个 两 向 量 组 都 线性 无 关 , 则 空间 区 aa) 站 EL( 且 有 ) 
的 维 数 等 于 齐 次 线性 方程 组 

Ki 和 十 二 Gam 二 站 ri 二 有 = 中 
的 解 空 间 的 维 数 ， 

证 令 玫 = 下 ai 的 = 六 记 ,…, 且 ), 由 要 设 知 

CD = = 二 mV = 上 

态 + 疙 = 开 (op 局 及) 

二 mi( 用 + 的) = 物 | 本 ,Be, 导 | 包 


高 壮 代 数 题 解 精 碎 


由 维 数 公式 
及 站 用) = dd -六 + 坊 ) 
=5+- 黎 [aa 启 ，… 记 | 他 
再 设 齐 次 方程 组 中 的 解 空间 为 厂 , 刚 
不 mm = + 秩 |@ 二 


责 地 , 昌 由 证 动 a = 二 nm 全 门 所- 
474. 【华中 师范 大 学 ,2000 年 】 已 知 
af El， 一 2)23= 2310)，as=(] 22 一 3), =) 序 
= (1.0,1,- 134,83= (13,0, -4). 
求 【1) 刺 | = Lalveoyed) 的 基 与 维 孝 ; 
(2 wa = 中 有 , 记 , 房 ) 的 基 与 维 煞 ; 
3) 理 \ + 本 > 县 基站 到 的 基 与 维 数 ， 
解 (1) 
1 2 1 1 2 1 
2 3 2 0 -1 0 
12 oo 
-20 -3 0 4 -1 
由 此 看 出 , 蕉 |ai ,aa,asi = 3， 
而 nm 机 | = 和 匆 1aleayasl =3, 旧 ciyaz,o 为 布 | 的 一 系 基 . 
( 幼 类 似 可 得 如 配 =3, 且 证 , 记 , 房 为 琴 的 一 组 基 . 


1 1 1 1 rr 1 2 1 
103 23 2 oo- 2 1 11 
LT10 1 2 站 00- 0-I 1 
下 
1 1L11 2 1 

0-1 2 1 1 1 

po Dll 0 1 

0 6 


1 总 3 人 和 了 1 

0 -了 了 ] 1 了 作 

0 0-10-1 ono-o -ll 1 
0 DO 0 0 D -5 -13 -1 
可 以 着 出 ,和 多 | 有 ,外 , 房 ,aliaayaq| = 4， 
下 = 和 | 站. 房 , 房 ,alivezvetl = 和 


一 


册 痘 代 玖 是 圭 精 熔 


且 由 中 看 出 房 , 记 , 记 ,on 为 本 + 表 的 一 组 基 . 
再 由 上 是 知 ,构造 齐 次 线性 方程 组 
和 房 + 委 户 + 划 房 + 的 0 二 和 2 和 9 = 人 外 
由 上 面 作 看 出 齐 次 方程 级 四 与 下 面 齐 次 方程 组 同和 解 
移 1 十 也 拉 + 7 二 站 
了 2 -41+ 卫 -3y3 = 曲 ， 
和 + 委 - 六 =， 
5 和 + 1372 + 5 = 人 
令 =5 =0 得 
人 =【〔〈26, -13 -3 - 13,5,0) ， 
诊 令 记 =0,y3=1 得 
苹 = 【101 -331 


再 邻 
一 13 

sea 5 . - 13a1+Saao=( -3 - 11, 一 六 ,26)， 
必 
一 入 


上 = (aiyeaavea3 间 |= 上 一 3a+ag=( 一 2 一 十 一 1 3)- 


1 
别 要 站 了解 = 下 各 外) 而 守 机 门 酚 )=2 且 自 , 总 为 两 站 有 配 的 一 组 基 . 
475. (同济 大 学 ] 设 总 是 由 1f1,3，- 2,2.31 (1,4，- 3,4,27.(2.3，- 
1, -2,9)| 生 成 的 天 的 子 室 间 ,四 是 由 | 30,2,1)，(15， -666,3) (2,5， 
3.2,1)| 生 成 的 研 的 子 空间 , 求 
(二 如 + 证; 
( 277 站 到 的 维 数 与 基底 . 
解 (1) 念 @i=(13， -2,2.3) oz= (1,4. -3,4.2).as= (2,3,，- 1. -2， 
31,8 =(1,3.0.2,.1) ,应 =(1.5,， -66,6,3)， 有 = 【2.5,3,2,1). 
可 得 局 = Lalyazyaa) = 苹 mlyaa)， 
才 = 下 记 , 记 , 房 ) = 天 晤 应)， 
了 + 了 = 了 Cole 及， 及 )- 
出 于 elyaz 局 汐 ae 同房 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,所 以 及 可 得 
玉 + 肌 = 天 (alytaoy 岂 小 ， 
由 mi 人 =3, 且 aa 启 为 也 + 有 的 一 组 基 . 
{2) 令 riail+ zaaz+ 人 有 +?2 记 = 日 ， 全 


高 葡 代 丈 理 解 精 粹 


… 生 |aaz,p 户 | = 了 3 了. 
齐 次 方程 组 串 的 基础 解 么 只 有 一 个 向 量 组 成 
改 =(D.2. 一 1 一 1 


革 令 = (oo 人 = ?oa 一 (2 各 -看 , 兄 , 生 ) 


则 DC 门 更 = 天 站 生机 7 门 惠 )=16 为 门 到 的 一 组 基 . 

4716, 【中国 人民 大 学 ,1992 年 ) 设 线性 方程 组 4r =0 的 解 都 是 线性 方 
程 组 友 =m0 的 解 ,出 ( 1 

(4) 秩 4< 秩 吾 (B) 秩 4> 秩 日 

【C) 秩 4 关 特 史 (DJ) 秩 4 天 秩 日 

管 (C)， 

解 役 4=0 的 解 空 间 为 矶 ,五 =0 的 租 空 间 为 扩 . 由 题 设 知 

有 蕊 内， 下 mP s 和 mnF2 , 即 

有 -~ 稚 4<a- 秩 有 ，… 秩 4> 物 旦 . 

477.1 华 中 病 范 大 学 ,1996 年 ] 吨 是 数 域 ,4E 可 "<, 且 =【 4，d 
4 其 中 出 为 4 的 列 向 是 人 = 1,2,… ,na), 罗 是 齐 次 线性 方程 组 4 0 的 远 
室 间 ,Y= 54i42 汪 ). 证 明 ; 

二 mm 村 + 后 oP= 

证 @m 有 =- 稚 4= 症 -而 PP， 

大 中 四 二 mmF= 了 0 

478.{ 华 中 师 落 大 学 ,1993 年 ) 设 丈 , 现 , 耶 ; 都 是 线性 内 间 下 的 子 空 
间 ,多 IC 耳 , 了 = 下 | 由 有 本 ,证 明 : 

而 mr 宙 = 而 m 有 | + af 儿 门 惠 ) 

诈 ” 先 证 有 = 开 | + 肛门 币 ) 

几 世 征 , 和 人 币 扎 刺 .多 | + 本 门 印 ) C 肌 . 

几 6 夺 刺 ,… 和 = 琅 | 由 瑟 

.和 是] 十 人 其 中 必 生 两 ,ogE 瑟 . 则 加 =a- 生 惠 os 了 配 站 


介 全 鲁 


惠 寺 
由 地 知 eaE 肌 + 天 门 歼 ) ,此 即 
乎 袜 本 + 形 门 刺 )， 也 
由 四 .全 有 即 证 全 . 
再 证 要 站 5 殉 站 腥 ) = 1 蝇 


WE 同门 (5 防 门 了 ) 则 PE 机 ,PE 配 , 由 思 知 有 =0. 此 即 证 仿 . 
由 品 , 心 至 = 开 | 生 !{ 时 : 门 栈 ). 


二 


滑 区 代数 到 和 靶 畏 入 


= + (本 门 酚 )， 

479. 1 华中 师范 大 学 ,1995 年 ] 设 方 阵 4 与 汪 的 秩 相 等 ,证 明 ,:r* 元 齐 
次 方程 组 4 =0 与 42 二 = 站 同 解 ， 

证 设 4=0 与 类 帮 =0 的 解 宰 间 分 别 为 历 , 及, 因为 性 =0 的 解 , 一 
定 有 是 妇 天 =0 的 解 ,此 即 


太公 了 - 全 
nm=m- 秩 4， 协 岂 =- 秩 业 ， 
由 于 秩 4 = 毯 业 . 

起 mm = 十 mm 四 


由 思 , 转 序 证 所 = 到 ,此 期 为 好 = 与 4 工 =0 同 解 ， 
480.【 北 中 师范 大学 】 设 4, 有 8 都 是 axa 具 阵 , 嫩 = 列 , 证 明 ， 
秩 (4+ 号) 二 秩 4+ 黎 电 - 秩 (4B) 

证 设 4=(cla oj= (as 其 中 四 an 为 4 的 列 丘 量 . 
召 =【 肌 7 记 )= (人 sw 其 中 用 ,所 为 五 的 列 向 最 . 
则 4+ 喇 = (e+ 月 on+ 及 ) 


瑟 0 
48 = (ai ao 中 : : 
总 


=《BHeI 二 十 二 号 
他 了 = 玖 op》 卫 ( 记 ,下凡 )， 
酌 = 下 e+ 六 有 六 ) 评 = 区， 
其 中 故 = 和 二 《二 二 1 2, 了) 
则 和 匆 二 = :Bi , 秩 日 = da:, 秩 (4+ 且 ) = 协和 铁 4B = dm 肥 
但 县 = 下 人 交 + 肌 和 3 二 忆 ) 放 站 的 有) = 名 + 耳 
二 本 过 而 让 了 | + 到) = 而 人 | + 二 用 -有 门 且 )) 


秩 (4 + 呈 ) 过 稚 4+ 秩 号 - 而 (从 门 配 ) 坪 
由 全 知 
了 = 世人 CE = 证，， (二 
区 4= 蝇 
- 伙 11 “区 1a 
| : 
加 


=【 4 周二 an 局 9 + 


南村 代数 二 苗 精粹 


有 = CE 有)= 到 . 由 
让 包 , 志 

，… 时 < 歼 : 门 本 

秩 ( 4 了 ) = dm dm 站 配 . 地 
将 加 代 人 大功 


…… 牧 (4+ 旦 ) 二 和 狼 4+ 秩 旦 - 秩 (49)， 
481. (东北 病 范 大 学 ) 令 S 和 员 都 是 线性 空间 上 的 子 空 间 , 如 昌 S， 
US 也 有 是 下 的 子 空 间 , 则 或 兰 全 性 交 3 了 或 者 守信 5 - 
证 (1 一 般 别 咒 品 与 中 + 吕 不 等 ,但 在 本 征 假 设 下 ， 
可 证 US = SI+ So， 号 
yeE3UsSaES 或 ceE5 都 有 aE9+ 字 ， 
此 即 镶 忆 宇和 3+ 史 ， 节 
号 月 + 人 ， 
则 8= 启 + 及, 其 中 记 丘 5 应 E 吕 ， 
有 和 3 
又 中 UU9 是 子 空间 . 
有 = 册 + 记 和 喇 3 
此 即 抽 + 品 拉 吕 孚 时 
由 多 ,二 即 证 电 ， 
再 用 反 诈 法 ,车 $; 与 8 互 不 包含 , 则 存在 ai , o; 使 得 
二 1 1 
al 人 3 oa 扩 交 
那么 ai+o 人 5+TS= 95US,. 中 
男 一 方面 可 证 o + ug 5 + 8 ,否则 若 ta + o2 和 人 富 , 则 
az=eal+ta-e 瑟 93, 矛盾 . 
癌 理 可 证 如 1 十 立民 号: 
0 十 2 人 地 
由 地 ,二 矛盾 中 切 史 或 吕 C 品 ， 
482. 1 坐 中 师范 大 学 ,1999 年 ) 中 是 数 域 , 严 ** 关 于 垂 阵 加 法 和 数 生 
矩阵 构成 线性 室 间 ,人 态 = 414 上 全 普 *= 4 = 用 | 
(1 证 明 芳 是 严 * 的 子 空 间 ; 
{2) 求 户 * "的 子 室 间 中, 司 户 *= 二 四 及 ， 
证 { 划 和 0& 丙 , 所 以 肌 非 室 . 风 生 ,玉龙 册 ,WAE P， 


高 警 代数 天 解 精 和 粹 


{4+ 呈 = 出 + 及 = 下 + 吾 , 和 + 五 志 全， 

《吉庆 = 网 = 岗 ,… 霹 所 全， 

即 证 二 是 严 *a 的 子 空间 . 

f{2) 有 =1414E 天 xn 4= -让 ,可 证 玉 也 是 严 * 的 子 空间 , 且 及 站 


到 = j 0 中 
事实 上 中 4E 全 门 内, 则 4 = 本 = 一 4 
六 则 = -424<0,…4=0, 即 证 ， 二 
显 括 有 记 + 信 世 严 *"， 
反之 几 3E 下 “1 
而, 王国 
+ 有 卫 具 而 户 = 有 + 本. 二 


由 二 ,他 即 评 严 “" = 急 红 坊 ， 
483. (华中 师 茫 大 学 ,2001 年 设 请 是 数 域 , 相 < md4E Pr, 有 和 
P* mas 和 有 分 别 是 齐 次 线性 方程 组 4 =0 和 避 =0 的 解 空 间 . 证 


明 : 严 = 区 图 必 的 充分 必要 条 件 是 | 5 -0 只 有 零 解 


“本 - 、 几 其 民 4 1 人 

证 “ 先 证 充分 性 .( je 己 者 ( 相 ]。 = 9 只 有 夫 赴 ,所以 | 5| “0 
秩 4= 严 , 秩 下 = (下 ). 

几 rn 三 各， 吉 

是 50 顽 mn, 刚 {a-0 中 je=0， 0 二 站 

即 证 多 太公 = 10 中 

及 内 + 用 人 产 ,而 惠 吉 知 

起 mm + 了 内) = 划 mR + 古 P=ta- 秩 4)+a- 秩 再 )=( na- 由 )+ 现 
= 中 = 各 mw 呈 ， 

= 人 征 邮 ， 

| 
再 证 必要 性 , 设 己 = 几 提 内 , 用 反 证 法 , 若 | 中 =0, 有 非 等 解 xn ,那么 


4 = 0， 髓 
| 全 -ae 机 站 丽 , 这 与 严 = 的 内 郑 盾 , 从 而 | > = 0 只 有 和夫 多 
484. 【山东 天 学 设 4 是 数 域 产 上 的 rx 矩 阵 , 呈 是 户 上 fa- ryxa 


矩阵 ,C= | “] 是 非 奇 异 矩 阵 ,证 明 ;* 维 线 住 空间 


高 等 代 台 题 解 畏 樟 


= fr= fs 
是 齐 次 线性 方程 组 4f =0 的 解 子 空间 ) 与 焉 = 和 的 解 子 室 间 羽 的 直 和 . 
证 :HEHED… Er =0D 仅 青 圭 解 , 即 方程 组 


| dd = 0， 

8 = 

公有 等 租 ,此 即 友和 友 = 101， 也 
但 秩 4=r, 秩 吕 = 责 -rrf… 秩 己 = F) 
二 n+ 起 =tn- 秩 4)- (nm- 秩 ( 吕 六 = 避 = 而， 动 
册 + 要 所 严 . 二 


由 二 ,地 ,号 即 证 = 仿生 委 ， 
485, [华中 理工 大 学 】 全 肝 ( 瑚 是 数 域 所 上 全 蛋 = 阶 方 阵 所 组 成 的 
向 基 空 间 . 令 
= 4 和 艇 ( 庆 1 机 = 直 | 
= [14 入 时 (天 14 = -省 ， 
斌 证 :时 (PP) = 3 四 了 了 . 
证 先 证 村 (天 ) = 5+ 了 . 
显然 有 全 + 了 F 《天 ). 
YA4E 甩 (F), 因 为 
岗 十 出 疯 一 汕 
人 由 
遇 十 出 全 + 由 .4 
而 (4 二 公 ) = 4 和 < 3 
册 一 由 、， ( 盘 <= - 3 条 45 生 
【《 了 关 二 一 We 


介 台 


商科 


鼠 了 - 


由 场 知 4ES+ 了 了 区 时 Se 7 

由 他 , 直 即 证 民 . 

再 证 S 站 了 = |01. 

昂 4ES 站 7, 则 本 =4, 机 一 

4= -上 24=0.…4=0. 即 证 起 

由 心 , 国 ,… 时 (天 = 3 和 了 

486. 【南开 大 学 ] 设 数 域 请 上 线性 方程 组 i=0 和 和 克 =0, 其 中 让 = 
(21 

如 果 它 们 的 一 般 解 中 舍 参 数 的 个 数 和 大 于 ,证明 :这 两 个 方程 组 有 非 
零 的 公共 解 . 

证 他 现 =| 下 48= 人 ,和风 = | 有 1 有 帮 = 旧 |， 


高 普 代 散 题 钊 畏 秩 


印 = 从 门 态 , 即 且 =17dY=0O 且 玖 =0|， 

设 三 解 中 含有 ， 个 套 效 ,Pa 解 中 合 mm 个 参数 ,此 好 

ErmPI = 5 全 my2 = 出 . 

册 已 知 条 件 知 + rz > 郊 ， 

有 = 击败 站 扩 )= 卉 几 + 了 由 -而 术 所 + 的 ) 

一 4 十 谍 一 PIT) 溃 者 一 上 站- 

-… 克 关 10 ,从 莉 有 会 共 的 非特 解 . 

487. 【华中 师范 太 学 ,19%95 年 ) 设 aia 姑 rw 是 数 姬 呈 上 = 维 线性 
室 间 7 的 = 个 向 其 ,其 秩 为 r 证 明 ,: 满 足 站] 十 有 az 十 十 各 0 = 避 的 (六 ， 
… 扣 ?的 全 体 移 成 严 的 na ~- r 维 子 室 交 . 

证 念 四 = 村 和 有 er+ 十 瑟 on 三 目 中 

四 为 (0,…… 0) 二 序 ,… 厂 非 空 ， 

是, 那 公 

站 十 

(和 二) 二 on 下 

是 即 [后 二 

类似 有 由 ie + + 和 es=D, (和 + 二 起 )GC 惠 ， 
即 证 评 是 闫 的 子 空间 ， 


1 
再 令 | | [=1.2……,H) 


人 和 
全 1 G1 Ga 生 
号 站 雹 
i Gin Ha 人 有 
由 于 题 设 忆 陈 中 系数 矩阵 秩 为 r, 因 此 满足 轧 式 的 一 切 ( 生 ，…, 皮 ) 的 
维 数 等 于 m- r. 
48. 【华中 师范 大 学 ,194 年 设 4, 吾 分 别 为 乓 xi 和 严 xnm 和 阵 ,有 吕 
的 列 向 量 为 wlyoa ,… 且 外, 记 ,… 记 是 灵 =0 的 一 个 基础 解 系 ,zi 7，……， 
力 是 46Y=0 的 一 个 基础 解 系 . 令 
EC= 《Bl 放 史 证 五 = (7 
设 5 的 列 向 量 为 市 ,…:, 上 .证 明 ， 
下 站 有, 记 = 导 ) 
其 中 记号 二 (市 ,6 表示 | 丽 页 + 十 二 有 十 E 天 | 


心 = 员 e 十 二 一 


吝 亚 代数 蚌 香 精简 


证 YeEgfG 人 ) 出 
怪 三 站 三) 十 本 丰 


克 ] 志 | 咎 : 
| : | 可 : | 4 瑟 ( 可 : 
本 太 六 


由 入 ,7 为 4 =0 的 基础 解 系 ,从 而 出 四 式 有 
4 = .人 所 局 ，…- 肌 ) 


友 后 
& | | 可 : 
帮 卡 


后 
= (alyazy an) :| 后 琴 maz，o) 


后 
由 示 , 由 有 二 居 号 ayasyes 门 下 有 应] 
此 即 证 二 六 BJCEayaa) 门 必 8)， 
反之 , 风 PE aa ao) 站 天 晤 六) 出 
月 = Po 十 Pan = 站 肌 + + 


由 他 式 有 
喇 吕 ! 六 
二 : je ] ]- 
站 Prn 瑟 
严 : 
| : jemrom 
am 
五 1 村 | 引 1 
| : je 1 ] 
着 雪 本 而 
由 雹 ( 咏 有 
呈 ! 了 1 好 1 
| : | 过 je je 
.人 严 m 如 后 
由 疡 的 任意 性 
区 
由 司 ), 雹 即 证 结论 . 


全 


人 


高 将 代 数 巅 解 精 粹 


489. [中 刷 大 学 ) 芳 上 维 线性 窑 间 的 两 个 线性 子 空 间 的 和 的 维 数 碱 1 

等 于 它们 变 的 维 数 .证 明 ;它们 的 和 与 其 中 之 一 个 子 空间 相等 ,它们 的 交 与 
其 中 另 一 个 学 空间 相等 ， 

证 ” 设 这 商 个 于 空间 分 别 为 mW 和 人 太 , 由 假设 可 得 
号 + 了 凤 )= af 人 门人 太 /+1. 

设 di 矶 站 几 ) = 下 ,da = 由 ,由 四 有 

天 = 夯 叶 机 站 内 二 而 = 肌 二 直人 + 用 ) = 用 十 1， 
让 加 知 让 只 有 两 种 可 能 

{1) 当 严 = mi 时 ,那么 而 林 (有 站 态 ) = 看 m 玉 ， 

后 入 礁 女 防 . 

由 已 ,二 得 

友和 门 Wo = 玉 ,此 邵 友 它 全. 

的 + 所 = 了 玫 , 即 证 结论. 

(2 当 mi= 正 +] 时 , 申 心 知 

+ 了 = 入 ， 

六 和 + 及. 

由 心 ,全 有 Vi = 们 + 了 且 ,- 和 2 人 广 - 

本 站 隐 = 耻 ， 

结论 也 得 证 . 综 上 可 知 结论 成 立 . 

490. (和 福建 师范 大 学 ) ” 写 出 向 量 空 间 了 的 s(sz2)? 个 有 限 维 子 空 间 
, 柬 : 肌 的 相应 维 数 公 式 , 并 予以 证 明 ， 

证 推广 的 维 数 公 式 为 

六 2 有 = 2( 袜 本)+ 人 (同门 肌 ] + 区 本 + 两 ) 站 有 卫 ]+ 和 1 


外 由 切 世 


二 志 


表 ' 


dim[( 三 现 ) 门 肋 ] 中 
下 面 用 数学 归纳 法 来 证 明 ， 
当 * = 2 时 ,就 是 普通 的 维 数 公式 ,结论 成 立 ， 
现 归 纳 假设 结论 对 。 - 1 成 立 , 邯 


六 dim 取 = dim{( 全权 ) + 二 i( 本 站 有) + 三 [人 (本 二 本) 门 栈 +，… 
do(( 三 本 ) 站 职 -， 四 
由 于 di 全 要 ] + do 村 = dimn(( 雪 肌 ) + dbn( 宇 惠 ) 站 5 


二 于 = 于 din[( 王 本 ) 站 3 - dim 人 (县 明 ) 9 


高 等 代数 拔 赫 精 


加 式 两 边 同 加 动 "有 .再 注意 志 式 , 即 证 全 式 ， 
491. (广西 大 学 ) 设 下 为 有 限 维 线性 空间 , 另 为 非 零 子 空间 ,如果 存 
在 唯一 的 子 空前 亿 使 
= 几 中 有 矶 ( 直 和 ) 
贴 后 = 了, 试 证 上 朋 之 . 
证 用 反 证 法 若 帮 关 凡 设 看 = 严 , 二 nmY= nm, 则 
帮 < 值 mm 了 = 下 < 下 = 上 
最 太 的 一 组 基 ai, …a ,并 扩大 为 下 的 一 组 基 
上 
则 P= 世 ae) 
条 内 =E0as yo), 则 
= 入 四 及 四 
再 令 内 = 玖 本 二 my1yGmt2i ,an) -由 于 


和 

9 工 0 
【il 本 Car1y am yn》 去 【0 : : | 交 人 二 

人 


而 全 式 右 端 的 矩阵 行列 式 值 为 ,可知 站 17 站 my 全] 十 全 + 人 则 3 
an 线性 无 闫 ,从 面世 是 下 的 一 组 基 . 
YY = 二 轧 配 ， 志 
下 证 态 关 屿 -用 反 证 法 ,车 内 = 内 ， 
那么 有 aiE 急 ,G 和 内 ,aiE 亿 , 这 是 不 可 能 的 .因为 由 ui 
E 四 , 则 oiE 及 站 力 , 击 国 知 o =0, 但 wz0, 了 矛盾 .= 了 
492.1 上 海 变 通 大 学 ) 设 戏 E 产 "*, 其 中 了 为 数 城 ,fxz)GEP[xz],5 
《zhi6 天 和 ], 且 ( 放 xi:Ex))=1 = 所 时)， 且 = 8 好 )， 帮 , 有 ,有 ) 耸 别 为 方 
程 组 481 =0, 4 =0,Br=0 的 般 空 间 , 试 证 ， 
玉 = 多 币 丙 2:. 
省 由 于 (sgCxz)=1, 因 而 存在 wz),ofxz)EP[xz], 有 
下 二) 所 十 优 区 让 [让 = 】. 
下 所 + 地 = 殖 . 
(]) 先 证 阳 = 砚 + 腥 ). 
YakE 驯 , 则 4Bo =0, 此 即 
扎 肝 ) 丰 时)9 = 人 


起 区 


高 己 代 数量 韩 精 久 


由 中 式 有 
= 本 = 慌 和 扎 有 Ja+ 所 机) 有 有 )a = e+ez， 二 

其 中 aa = 以 肝 ) 抱 时)Josel= 站 [ 秆 ] 用 Je, 由 坊 式 知 

Ba = 呈 ( 币 ) 有 六 时 Jja= 中 机 有 8 条 Ja 站 

-azf 人 -类似 可 证 miE 本 ,这 样 由 地 式 有 =E 歼 | + 取 . 

此 即 对立 肌 + 多 合 

及 因 为 所 箱 ) 丰 本 ) = 有) 成 册 ) 辣 = 列 . 

PE 有 , 则 和 归 =0…4 角 = =0,… 有 E 处 ,此 即 琴 ] 忌 让 . 


类 航 可 证 屿 志 夯 ,从 而 胡 ) + 几 葡 砷 . 加 
由 全 ,和合 妈 证 加. 
(2) 再 证 梧 站 兄 : = 10| 地 


YVES 本 门 风 ,那么 谷 =0 万 =0, 此 即 

所 有 ) 才 =D 有 [村 =， 

直人 式 有 

必 = 酷 = 砍 村) 成 机 了 + 二 5 人 =0 好 证 合 

由 地 ,二 得 

下 = 镍 四 庚 . 

493. 【华中 师范 大 学 ,1995 年 ,湖北 大 学 ,2001 年 上 设 4,5,ce,5 都 是 
数 域 户 上 m 芥 方 阵 , 且 关于 乘法 摧 两 可 换 , 还 足 4C + 有 0 = 以 亚 为 = 阶 单 
位 阵 ). 设 方程 4BK =0 的 解 空间 为 不 ,及 =0 与 4 婚 = 站 的 榨 室 间 分 别 为 包 
和 凡 , 证 上 关 : 有 = 本 四 队 ， 

证 《了 切 先 证 mc 不全 = . 中 

gaoE 有 ,出 且 =0…4Bz=0aoE 四 ,此 却 同 反 村. 

VBE 及 ,风骨 = 0= 有 8 骨 )= 48( 用 , 即 RE 刺 , 此 即 友和 刺 . 

《21 青 证 轩 = 肌 + 内 ， 

由 上 而 地 式 有 

岂 + 内 尼 宴 

昨 有 人 有 ,= 

几 人 十 = 

CD 二 

其 中 页 = 0 好 ,六 = 站， 

= (= 全 ， 

逢 | = 形 术 = 人 站, 计 的 
由 辐 知 BE + 及, 此 即 柬 芭 出 + 志 . 印 


高 等 代数 题解 精粹 


由 地 , 钙 得 证 包 ， 

(3) 钙 明 : 矶 站 所 = 10|. 外 

风 aE 及 门 玉 , 则 训 =04do=. 

= 本 =eG+Dppo=Dm, 即 = 任意 性 ,和 担 证 全 . 

由 上 面 仿 , 铠 得 证 不 = 本 四 太 . 

494. { 北京 太 学 ,1999 年 1 设 了 是 数 域 民 上 一 个 na 维 线性 空间 ,ce ,mm， 
an 是 了 的 一 个 基 , 用 芒 表示 由 om +o+…+ 刀 生成 的 子 空间 ; 今 

内 = | 全 5oil 富 丰 = 0 友和 天 | 

【1 证 明 : 久 是 站 的 子 室 间 ; 

{27 证 明 :Y= 放映 多 

《33 设 了 上 的 一 个 线性 变 搞 4 在 基 al,…,m 的 矩阵 4 为 置 搞 算 阵 { 即 ， 
4 的 每 一 行 与 每 一 列 都 具有 一 个 元 素 是 1, 其 余 元 崇 全 为 0). 证 明 ; 上 与 包 
都 县 4 的 不 变 子 空间 ， 

证 (1 0E 所 ( 即 和 e+0aa+…+ 直 和 = 站 .… 帮 是 下 的 非 室 子 介 

和 寻 三， 呈 和 二 4 昂 < 天 ,那么 主轴 = 3 二 0. 且 (三 ka) 直 
( 瑟 1oi)= 六 (有 + aiE 隐 ， 及 (让 + 且 = 写生 + 写 有 = 

5( 瑟 8D) = 豆 ( 内 erE 用 ， =0 

奔 证 所 是 了 的 子 空间 . 

【2 全 喇 = 四 十 aa 二 cn， Ti 一 二 [有 

BR0, En = 1. 四 

取 上 了 一 应 1 ”站 一 司 翅 , 可 证 它们 线性 开关 

3 中 (9 一 站 | 站 于 “ 十 下 【on 王 ea1】 = 站， 

一 【十 5 辣 ai 直 此 2 0 十 站 各 和 = 疾 . 此 却 有 天 > = 由 = 心 ， 

Y8= 号 houE 用 ,其 中 三 丰 =0, 和 = - 写 ,那么 全 = 属 (oz -ai) + 
十 上 《一 人 

杀 才 可 由 oz - ae - al 线性 表示 … 看 nm = 一 1. 樟 | 

再 证 二 太太 = 10 坎 


YYE In 站 用 , 则 = 次 ol + e+ 和 +o) 7= 主 6, 其 中 三 和 =0, 风 有 
己 人 一 及 )u=0， 
1 


此 虹 有 工 = 直 二 … 二 二. 
0= 富力 = 可 = 六 =0, 邯 证 @， 
出 心 , 包 ,号 即 证 
= 妨 图 取 ， 
3) 时 1E 厂 , 则 有 = 于是), 国 为 
昌 [ 
由 于 4 是 置换 阵 , 设 
= 
其 中 忠 ,为 12,m 的 一 个 年 接 . 
办 = 划 fa+-… 二 ae)》 

卜 0 十 


-机 是 4 的 不 变 子 空间 . 
YyER, 则 7 = 习 8p,, 其 中 立志 = 0 


47 = 袜 kdu = 富 keae 及 (… 系 数 和 还 是 为 虽 


高 普 代 数 期 能 精粹 


高 等 代数 是 解 精 入 


第 七 童 ”线性 变换 


$ 1 线性 变换 及 其 矩阵 表示 


【考点 综述 ] 

1. 线性 变换 的 概念 〈1 设 Y 是 教 域 普 上 线性 空间 , 若 存在 了 到 Y 的 
映射 ,满足 条 件 ， 

如 (二 及 ] = fa)+aol 有 时 上 有 人 下 

四 可 站 全 户 , 是 本 拓 下 

则 称 z 为 了 的 一 个 线性 变换. 

(2] 恒 等 变 换 坟 是 线性 变换 ,其 中 

帮 (ei = ee, 是 天 下 

(3) 夫 变换 “ 引 是 线性 变换 ,其 中 

fo = 虽 ;, 时 袜 和 下. 

2. 线性 变换 的 运算 

1) 车 w,r 是 了 的 两 个 线性 变换 ,规定 

(+ 和 一 人 克 ( 人 十 是 

则 =+ r 仍 是 Y 的 线性 变换 , 并 称 它 为 “与 之 和 . 

(2) 潜 = 是 了 的 线性 变换 ,YkE 靖 规 定 

【如 J(el= 上 dfayytE 了 

则 各 也 是 ?的 线性 变换 , 称 为 数 秩 线性 变换 . 

特别 育 - ==(- Te， 


高 吾 代 数量 运 精 神 


[3) 若 ,rzr 是 T 的 线性 李 换 ,规定 

《国史 ay=d[rfei] 站 

由 m 是 站 的 线性 变换 , 称 为 它们 的 积 . 

(4) 设 是 情 上 线性 空间 , 记 了 的 一 切线 性 变换 所 成 之 捍 为 已 T) , 那 


么 2 由 关于 线性 变换 的 “加 付 "“ 和”* 数 科 " 构 成 P 上 的 线性 空间 , 即 


闭 


【7rzEECP CELP)，, 刚 g+Tri 徊 Er , 即 陌 种 运算 封 


【ii 7) 吉 法 讲 足 4 杀 算 律 

1 区 换 律 :e+r=r+oy 避 aitEE 们 ， 

2) 结 合 律 :(c+yz)+ 东 =c+fr+N] ,Wir)SE 了 PR) ， 
3) 存 在 零 元 : 即 存在 零 变 换 0E LI 态 使 

丰 + = 时 人 下 )， 

4) 存 在 负 元 :YeE ED 网 存 在 ( - toEEP 使 

{- 1754 站 

(让 ) 数 科 志 足 4 亲 算 律 ， 

ilrz=ayycEt) 

2) 结 合 律 :( 好 )o= 拓 囊 ViEPYeEE TD 

了 1 分 配 律 :(E+ 站 = 向 十 了 芝 丰 丰产 , 苹 0 短 关 让) 

站 ) 另 一 分 配 竺 :iet+t)s 和 + 牛 是 人 在 户 业 ar 天) 
《51 线 性 变换 雪 形 式 设 几 xs) =aam+…+oax+ 吉 ;车 5 是 # 的 线性 


变换 , 则 


ao)= mm+dyead+rao 上 也 是 线性 变换 ,并 称 所 oz 为 线性 变换 允 


项 式 . 


(站 逆 变 护 ( |) 设 = 是 了 到 地 的 映射 , 称 = 为 了 到 了 的 变换 ， 
(ii) 设 = 是 Y 到 Y 的 变换 , 若 存 证 r 也 是 了 到 T 的 变换 , 司 担 
是 二 = 上 
则 称 e 是 可 递 的 , 且 称 r 为 e 的 道 变换 ， 
计 ) 如 果 o 是 可 道 变换 ,其 道 变换 是 唯一 的 . 
(2 下 道 线性 变换 ， 
《| 如 巢 线 性 变换 ec 是 可 逆 的 , 则 称 v 是 可 六 线性 变换 , 记 为 r-1. 
《ji ra 是 可 道 线 性 蛮 换 , 则 z-! 也 是 线性 变换 . 
4. 线性 变换 的 乱 阵 
【所 概 您 设 司 ev 是 na 维 线性 空间 Y 的 一 组 基 ,z 是 YY 的 线性 变 


换 , 如 时 


高 王 代 歼 再 解 精 入 


[人 《人 

其 中 4=(opjc 严 "… 则 称 4 为 ec 在 基 s ,en 下 的 矩阵 ， 

(2) 线 性 变换 与 天 <** 是 一 一 对 应 的 , 即 了 是 号 上 na 维 线性 空间 维 线 
性 空间 所 凡是 了 的 一 切线 性 变 接 所 成 集合 . 则 ! 与 严 " "之 间 是 一 一 对 
应 的 { 当然 取 不 同 基 ,对 应 方式 不 同 )， 

特别 所 对 应 矩阵 为 单位 阵 五 ,0 对 应 矩阵 为 零 窍 阵 0. 

(3) 线 性 变换 的 运算 与 矩阵 运算 之 间 的 关系 ， 

(j ) 设 ,rz 是 了 的 两 个 线性 变换 ,kE 哺 , 且 or 在 基 所 ,……, 名 下 算 阵 
为 4 ,如 , 邑 

dfETeE 《ET 

rfei 6 =( een) 吾 . 

刚 (z + rc 在 基 s…5 下 矩阵 分 别 为 4+ 品 , 届 ,后 ， 

《十 工作 EeeE=【(ETE 史 和 + 百 ) 

JE ED 

okE1 一 《Eee 

《1 ) 若 oo 是 可 逆 线 性 变换 , 则 -在 基 上 il…a 下 扼 阵 为 4 1 ,好 

加 [Eee 

出 此 可 知 s 为 可 遂 线 性 变换 的 充 夏 杀 件 是 4 为 可 道 阵 . 

s. 线性 变 搞 与 坐标 变换 设 = 在 天 ee 下 矩阵 为 4.a 在 基 si… 
5 下 坐标 为 xz = (541 和)，afa) 在 基 sex 竺 坐标 为 ys 斩 和 ) 

出 ”= der， 

5 同一 线性 变换 在 站 组 之 癌 不 同 基于 算 阵 关系 ， 

设 = 是 = 维 线性 空间 Y 的 线性 变换 , 设 e 在 基 上 lj,…,e 下 乍 阵 为 ,za 
在 基 六 ,…，, 双 下 托 阵 为 吾 , 则 呈 = 王 4 其 中 三 为 基 e…es 到 基 六 … 丰 
的 过 访 和 矩阵 . 即 同 一 线性 变换 ,在 两 组 不 同 基 二 矩阵 是 相似 的 ,其 中 相似 关 
系 的 荆 为 过 小 矩 阵 . 
【经 典 题解 】 

495. (北京 大 学 ,1994 年 ) 设 天 是 一 个 数 域 ,x 是 一 个 不 定 元 ,给 定 正 
整数 n, 令 

中 [多 ] = | ao+ 二 十 二 aa 全 | 

下 [xj 关于 多 项 式 加 法 和 天 中 数 的 乘法 组 成 上 上 的 一 个 线性 空间 ,在 
此 线性 空间 中 定 祥 变换 

BCx]=7(zVz)ERTs] 中 


高 车 代 数 题 解 精 梓 


这 里 7Cxz) 为 黎 项 式 所 x) 的 形式 徽 商 
(HH 证 明 : 疾 是 一 个 线性 变换 ; 
(令吉 为 本 4*) 的 恒 等 变 换 , 求 上 + 卫 的 全 部 特征 值 ; 
{3) 在 矶 (x] 肉 找 一 组 基 , 使 呈 在 此 组 基 下 第 阵 成 为 Jordan 标准 形 
解 :{1) 咯 扰 z)g(xE 天 [rr] 导 直 后 兵 ， 
… 且 是 点 [z] 到 乒 [*] 
有 了 [LAXw) 十 呈 ( 贡 )] = 了 5)+ 站 5) = 了 是 ( 抱 5))+ 了 (8CY)， 
五 (有 WE) = 下 5) = 天下 (二 ))， 
-… 卫 是 一 个 线性 变换 ， 


(2) 在 玉 [ 林 中 取 一 组 基 为 1, 车，…, 革 ,可 得 
De 大 )= 02 车 ， 辐 )4 0 


Er 
1 


其 中 = 十 
引 


0 
责 便 等 变换 在 这 组 基 下 抱 阵 为 n+ 1 阶 单位 阵 瓦 ,1, 设 三 + 五 在 这 组 
基 下 抑 阵 为 吾 , 则 


县 = 严 + 上 几 = 

] 

1 
1 3 玉 一 上 1= (4-13a+1 1 
此 即 为 瑟 + 五 的 全 部 特征 值 . 


(3) 由 @@ 臣 知 ,4 是 车 当 挟 , 故 号 在 基 1,z, 营 ,站 下 的 抑 阵 成 为 jor 
don 标准 形 ， 


496. (武汉 大 学 ,1997 年 ) 以 品 [x]} 表 示 次 数 不 超过 n 的 实 系 数 多 项 
式 构 成 的 实 向 量 空间 , 其 向 量 加 起 是 多 项 式 加 法 , 数 乘 运算 是 实数 和 切 多 项 


式 ,以 了 = 志 表 示 , 求 导数 多 项 式 的 求 导 算 子 ,风口 为 忆 [ *] 上 的 线性 变换 


高 芋 代 数 题 解 精 堤 


1) 试 证 :和 ,xx ,如是 叱 [xz 的 一 组 基 ; 

(2) 求 在 上 述 基 下 也 的 矩阵 ; 

(3) 试 证 :al 时, 靖 不 能 对 角 化 ( 即 兄 [*] 没 有 基 司 六 相应 矩阵 为 对 
角 夭 阵 ) 

证 【TH) 他 壤 :1+ 和 +…+ 二 :如 = 人 ,由 窗 项 式 定义 可 得 

各 = 大 二 二 

1,z， 线性 无 关 . 

Y 庆 z 站 所 品 [x], 则 所 裤 可 形式 上 写成 

克 关 二 而 二 可 让 本 1 站 下 

此 即 所 xz) 可 由 本 ,xz ,和 斌 性 表示 ,ixz,…, 达 为 丸 [z] 的 一 组 基 ， 


上 且 . 
dm 中 [x*]=m+1 
(2 由 于 卫 [ 太 ] = 1 (天 =0,1, pm) 
ID 站 
D Da2 … 
人 
站 0 DD 下 
0 0 
设 号 在 这 组 基于 年 阵 为 4,. 则 
和 
彤 二 
刀 
心 
[34 考虑 特征 矩阵 
4 一 
ji 三 二 才 E 


一 开 
1 
由 于 右上 前 一 个 呈 阶 子 式 (-JTm1， 
为 非 零 常数 , 设 好 -4 的 不 变 国 子 为 赴 () ,二 人 ,，() 则 


高 等 代 妆 是 解 畏 入 


四 = 二 = 工 . 
有 =1-41= 和 如 + 
,得 的 初等 因子 为 如 ?5 此 说 明 4 的 初等 因子 有 重 根 , 所 以 4 不 能 对 
前 化 .从 而 线性 变换 口 不 能 对 角 人 化. . 
497. (北京 大 学 ,1994 年 ) 设 4 是 数 城 上 上 了 3 维 向 量 空间 Y 的 一 个 线 
性 变换 ,在 下 的 一 组 甘 el,ey,es 下 的 抢 阵 为 
15 -了 邓 折 
用 | 6 -1 6 | 
-2 4 -4 
(1) 求 出 了 的 一 组 基 , 使 4 在 此 组 基 下 的 类 阵 为 对 解 阵 ; 
【2} 求 3 和 阶 可 道 和 矩阵 了 ,使 7 了 -147 成 为 对 前 线 阵 ， 
解 (1)UM-4I= 人 AT+1IEOA-DDN= 轨 = -1 035=1， 
当 4= -1 时 ,由 {(- 瑟 -4)xz=0 得 基础 解 系 
al 一 【2.1 人 1 aa=【( 一 让 1017 
当 4= 上 时 ,由 (二 -4)x= 人 0 得 基础 解 系 
03 二 《有 外 
手 今 种 = (6a6101, 训 = (elEayE3)o, 启 =(【siees)os ,那么 


2 -1 3 
mtvaa， 心 3 全 
站 一 


2 -1 
sr 站 3| 内, ,从 
0 1 -1 


用 


(2 由于 4 在 两 组 基 下 矩阵 是 相似 的 ,所 以 


409， 【华中 师范 太 学 ， 1957 年 ] 设 们 |， 禄 24 3 为 线性 室 辣 世 的 一 组 基 ,“ 
是 了 的 线性 变换 , 且 


1 二 Treez 二 1 十 首 2，C3 让 ] 十 们 十 羡 3 


高 尊 代 数 现 解 精 神 


{1) 证 明 :z 是 可 道 线性 变换 ; 
(2) 求 2- ea-1 在 基 oma,o 下 的 纸 阵 
证 《1 册 恨 设 知 
1 ll 1 
cosemrtema。 ] -es 
D0 1 
1 1 1 


其 中 可 1 | srv = 1 …4 可 道 ,… az 是 如 道 线性 变换 . 


TD0 1 
] -1 心 
有 -1=| 1 -1 |. 
站 0 1 


{2) 由 由 可 求 得 
设 2 -er 在 基 sl,al,as 下 的 矩阵 为 中 , 刚 


1 3 2 
B=2z4-4 =|0 E 3|. 


0D 1 
499.{ 北 京 大 学 ] 设 了 是 实 束 域 足 上 三 维 向 量 空间 ,eea,ss 是 了 的 
一 组 基 . 艾 设 线性 变换 :六 = 于 

形 ] = Ei， 耻 2 = 561 十 52， 全 3=E| 十 Ez 十 Ej。 咱 
试 求 (1 了 在 6 sz,es 中 的 变换 公式 ; 

(2) 卫 的 道 变 换 7 在 ,say 6 中 的 变换 公式 ; 

《37 在 FTC IE 中 的 变换 公式 . 
解 (1) 设 了 在 基 si,ez,ss 下 的 矩阵 为 4 ,由 由 知 


1 1 tt 
4=|0 1 11， 
00 1 


TESTEayEih = [ES2yE3] 几 ， 
《2 了 -Telvezysa) =(siyEly Ed 1， 
1 =-! 人 
ze 1 -中 
站 0 
(37 了 -ED 从 6 人) ={E1,Ea,E] =( TYE Te， TIE )) 疝 -上 . 
500.1 华 中 师范 大 学 ,1993 年 设 是 mn 维 线性 空间 站 的 线性 变换 , 咯 


潞 千代 残 题解 精 特 


= act 其 中 上 为 恒 等 变 换 ),r= 吧 ~-2c+28, 证 明 :r,r 都 是 可 道 变换 ， 


证 取 的 一 组 基 m ,mw ,县 
人 [al 二 

而 ef ei)=Taey 瑟 其 中 局 是 产 阶 单位 阵 
=， 作 
14 人 =2 天 0 4 可 道 ,从 而 是 可 道 线性 变换 
再 设 = 在 基 aiy…… om 下 算 阵 为 中 ,由 于 == 吧 -2o+2e 
是 = 和 一 24+2 

=42 一 24+3= 下 (42+ 肯 一 荆 殖 ) 

= 4fd+258T 4 总 ) 已 
由 地 式 得 
思 =43- 瑟 =({ 丰 -五 ifAz+ 六 十 吾 } 
1 首 一 加 1 站 动 
仍 由 届 式 得 Ma+g8E = 10 书 . 
[4T2EIrd2 44 二 4) = 扣 0 瑟 ， 


由 十 了 五 | 尖 站 由 
由 四 ,四 ,图 ,四 -18=14114+251.14- 吾 | 眉 
上 是 可 道 线 性 变换 ， 


301, (北京 科技 大 学 ) 设 下 中 线性 变换 六 对 基底 wf = (1,2) ,az = 


(2,1) 的 抵 阵 为 | 。 3] ,和 性 变换 罗 对 基 麻 岂 = (1,1), 记 = (1,2) 的 拭 阵 为 


3 3 
| 


(1) 求 刀 + 歼 , 对 基底 用 , 饭 的 阜 生 ; 

【2 或 了 |; 人 六 , 对 基底 疏 ] 4 它 : 的 矩阵 ; 

(31 设 上 = (3,.3) , 求 四 在 基底 al,as 下 的 坐标 ; 
t4) 求 了 在 基态 , 记 下 的 坐标 . 


解 (1 由 假设 知 
faiye2hsfaiyaayd， 山 
了 (有 , 房 )= 【有 房 ) 呈 ， 他 
其 中 
] 了 ] 下 

2 3 直 


高 普 代 将 理解 精 坤 


令 (局 , 记 )= (ooa7, 则 [ ，] -[。， 人]= 林 于 得 


寺 1 
1 21” Fl 1 3 
7=|， | | 站 
交 ()=( 记 ,应 ) 了 7 47 
要 折 
-| 2 下 
3 
由 二 ,二 
吾 
3 3 
nEO = (| 2 小 2 相 ) 
了 


乡 
-| 4 
3 3 


品 身 

即 六 + 兄 在 基 负 ,入 下 拭 阵 为 | 4 | 
3 

(21 奖 似 Jaiy ez) = (elyez 信 797 1 


= taxe)[ | 


1 on az) = ai， 4[ ] - = 《oa， 14 


即 人 六 在 基 ooa 下 矩阵 为 [ 13 14 


【31 设 上 = za + 妇 a=《ai， ao 上 
则 


-1 
| 
-有 上 = rttavea[ )- (oo4[ 
-tove)(。 了 ][ )=(mse[ 


记 克 E 在 基 mi = 必定 下 的 坐标 为 (3,5)]. 


高 等 代数 属 解 精 困 


(es(evoi[ -08 ,8007 人) = 人 
6 (BR ])= (有 ,PC[]) 
=(p,po([，[ -Ca,a[ 


了 72 在 基 品 , 诺 下 的 坐标 为 (9 ,6). 
502. { 北京 大 学 ,1990 年 ] 设 了 是 全 体 实 2x2 和 矩阵 所 构成 的 实 线性 空 


间 ,4= | ” ，] em 定义 了 的 变换 


| 


4 = 4 区 # 卸 由 
(了 证 明 :4 基线 性 的 ; 
(2 证明:4 可 道 一 矩阵 4 可 通 ; 


(3) 当 4= | 。 “时 , 求 4 的 杭 (0) 和 值 起 4y 及 它们 的 -组 基 


证 (JW xyET 归 大人 只 
且 ( 证 十 负 二 有 TY Ar + 
= 4 + 4， 
4 避 )= 4()= dx 
= jx. 

… 凡 是 Y 的 线性 变换 ， 
{2)… 明 可 赣 呈 40 = 1 

吃 和 业 =0 仅 有 零 解 ,其 中 zE 瑟 “ 

必 141z 关 0 和 拭 阵 4 可 道 . 
(3 1 ) 先 求 47 


取 形 *:* 的 一 组 基 下 1 二 | 


,上 玫 昌 二 中 ,本 = | 中 ,可 = 


1 对 
站 


了 ,由于 4=[ _， | ,由 aqD 趟 可 得 


1 此 0 
45h=4Br=| ， | =( 本 本 二 2 ) .3 


病 壮 代数 是 郝 精 柱 


改 
1 
有 = 【五 珈 3 克 0 了 2 0 
一 人 
禾 
1 =【 有 1 束 2 Eol 叱 2 _4|， 
心 
必 
4E2 =【 瑟 1 瑟 ia 天 3 加 2 0 
-4 
… 寻 《 王 叱 人 五 2 殖 2) 二 【五 1 而 访 下 si 瑟 o ) 百 本 | 


其 中 

站 之 必 

0 1 0 3 

-2 0 -4 0 

0 -2 0 -4 
令 有 = [ 甩 , 房 , 房 , 岂 ] ,其 中 忆 为 有 的 列 向 量 (; = 1,2,3,4)， 
出 于 芍 呈 =2,. 且 六, 记 是 月 , 记 , 启 , 记 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 
… 47= 秩 中 =2. 


号 = 


1 此 
二 
他 吾 | = 习 此 1 囊 17 五 2 so)p=|  ， 中 ， 


站 1 
且 =【 五 1 瑟瑟 2 天 2 记 = | 


那么 4= 纪 昌 ， 下) , 且 吾 , 吾 为 值 域 4f 的 一 组 基 。 
《ii 再 求 4- 0). 


如 ] 问 
|] 心 
从 日 国 
和 | 地 
< 【Lo 
天 | 十 卫 % 二 用， 
它 同 解 于 | 本 
和 十 则 二 履 ， 


高 葡 代 歼 王 解 精 粹 


-2 0 
必 一 了 
得 基础 解 系 为 瑟 1 二 1 4 EE2 十 0 
0 
-2 昌 
全 品 =({5I | 1 0 ， 


口 一 2 
吕 =《 克 1 殊 1z 矶 2 sz)e=[。 | 
则 47100》 一 交 83 , 品 ) , 姑 号 1 ， 瑟 4 为 杰 4 -人 交 的 一 给 基 . 
是 ad-100) = 2， 
3503. (北京 大 学 1992 年 ) 设 了 表示 数 域 闻 上 > 级 矩阵 全 恒 阶 后 的 线 
性 空间 , 定 尽 了 的 一 个 变 搞 4 如 下 : 


4(z)=| rey 


《1 证 明 :4 是 线性 变换 ; 

2) 求 4 在 基 呈 BEia, 且 ED 下 的 矩阵 ; 
t3) 求 4 的 值 城 4 ,给 出 它 的 维 数 及 一 组 基 ; 
4) 求 4 的 核 丰 , 给 出 癌 的 维 数 下 一 组 基 . 


1 -1 

证 (0 令 4=| ，“ 员 

(2 = 4 4 全 和 人 让 
多 urYEY 人 全 靖 那么 

由 放 二 间作 机 Yy= + 生 ， 
二 


… 占 是 线性 变换 . 
】 
1 吕 
《 2450 = EN = | 1 上 =【《 五 丁 )> 酝 2 瑟 2 ) 
站 
类 似 


和 粗 冲 = 【三 1 玫 12 瑟 2 严 2 1 1 * 


高 葡 代 数 果 钥 精 林 


2 = 〔 达 1 忆 2 下 2 5 ) 


ED =【《 殖 1 五 玖 21 昂 2) 


设 4 在 基 噩 | Ea 本 82 下 的 矩阵 为 品 , 风 
Il 0 -1 站 
DO li 0 -1 
-1 0 1 0 
0 -1 0 1 
(3 全 中 =( 房 , 应 , 记 , 包 ,其 中 高 为 B 的 列 向 出 ,由 于 秩 有 =2, 且 有 ， 
启 为 启 , 访 , 声 , 册 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 
nd = 2， 上 且 
4Y= 上 纪 喇 ,及 :) ,其 中 


县 = 


一 1 | 
1 0 
五: =【 五 | 下 12 瑟 21 Ez)8=|[。 


1 
且 号, 机 为 值 域 4f 的 一 组 基 . 
(4) 由 mw =4- 由 nd=2. 


号 | =【 瑟 1 瑟 i2 五 五 2 1 5 = | 


把 | 0 
0 
令 本 “|- 四 
| 心 
| 恬 
二 】 一 2 三 人， 
则 G 同 解 了 | 
5 ~ 3%4 二 昌 ， 


册 


| 间 
恬 1 
得 基础 解 系 为 < = 1 | 
] 
] 
令 甩 = (五 上 晤 2 有 2 En)Jei= | 


南 葡 代数 题解 精 梓 


1 
及 =【 瑟 1 上 2 瑟 21 百 2)E3 = | 
刚 六 = 以 有 , 囊 ), 且 有 ,有 为 核 请 的 一 组 基 . 
504.《 华 中 师范 大 学 ,2000 年 设 是 数 域 ,4= | - 。  )] e 亚 "2 


扎 和 = 妇 + 了 2 是 交 人 亚 <3 再 :和 -的 站 ) 碾 
(二 证 明 : 吕 是 数 域 上 线性 室 间 严 *3 的 线性 变换 ， 


{2) 求 加 在 直 i= | | -| 虽 ， |， 


站 站 昌 个 有 必 人 0 0 
口 蜂 让 心 0 0 如 0 0 
5 -| 0 中， 妈 = 0 1 中 ， 妨 三 0 0 目下 的 乱 阵 8 


《34 求 呈 的 特征 值 和 属于 特征 值 的 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 


解 CDM -4+34+28=[。 多 


站 -1 
令 D=|。 “| .由 假设 知 
吾 ( 四 = 天 2 
时 区 人 Ps 大 
县 0+1)] = 有 = 有 + 有 
8UR) = 万 (RD) = DTEI = 有 和 ， 
心 吾 是 挛 ** 上 线性 变 搞 . 


ET 
so-[。 al。。 ol 
386=D0 


和 
让 
1 


5 [ 0 
20 0 是 = 


人 歼 轨 ] =【《 瑟 站 吾 2 有 3) 再 ， 
人 0 一 下 

其 中 旦 = 人 ] 仁 癌 z6. 
夏 属 


病 等 代数 汀 加 畏 特 


[3 下 - 且 [= = 加 = = 人 00, 即 纪 的 特征 值 全 为 06 重 
根 | 

当 :=0 时 , 令 

- Br=0 由 

得 方程 组 中 的 基础 解 芭 为 

ms (1.0.0,0,0,0， = (0,10.0,0;0)， as= (0,0,1,0,0,07 

信和 =( 玉 0 Eyeifr=1)2;3)， 


则 局 = 刀 1, 吉 = 是 ,全 = 五 3 
总 , 避 是 入 属于 特征 值 和 的 线性 无 关 的 特征 向 量 . 
305, [北京 太 学 ,1993 年 } 设 


GD 由 
= 人 ee 

公 站 
( 昌 证 明 :Y 对 于 和 矩阵 加 法 和 数 间 乘法 构成 一 个 线性 空间 ; 


0 0 1 
ostr|， 1 | 


1090 

六 # 中 用 下 式 定 立 : 
ps) = dr yxEGY， 四 

证 明 : 是 yY 的 线性 变换 ; 
(3) 写 出 下 的 一 组 基 ( 无 需 证 明 ) , 求 % 在 这 组 基 下 的 矩阵 ; 
{4) 求 出 p 的 特征 值 及 相应 的 全 部 特征 向 量 ， 
(5) 求 站 的 一 组 基 ,使 在 这 组 基 下 前 息 几 成 为 对 解 形 . 
证 :(0) 户 扫 是 呈 的 线性 空间 “” …0E fy 是 巴 *3 的 非 空子 集 


好 | 避 站 了 上 | 履 : 
y4=|D0 mn0 |,5=|0 员 0|EPFYkE 


ae,dl,eE 数 域 叶 二 


ad 人 加 5 和 5 
那么 
你 | 十 由 | 0 @az 十 看? 
| 0 Ga 十 3 吕 | 

如 4 十 二 0 站 5 二 由 5 

jpi ay 
om | 

8 性 As 


高 等 代数 题解 精粹 


.… 了 是 严 ” 的 子 空间 ,从 而 Y 是 呈 的 线性 空间 ， 


Y1 和 雹 
《2 =| 站 知 | ervuee 
x4 
3 
<ore 直 尘 和 5 
zl 0 如 


REY+YjJ= 册 +7J= dz+ 人 = 中)+7)， 

9 如 ) = 直 吉 ) = 下 dz)= 策 (x)， 

… 了 9 是 了 的 线性 变换 . 

(34 = 瑟 )，42 = 克 3，43 = 并 zi44 = Edr= xs, 它 是 Y 的 一 组 基 , 其 
中 局 是 [六 元 为 1, 其 余 元 均 为 0 的 3x3 和 矩阵 ,那么 

到] = 40= 有 = (di dh 4 用 )a 其 中 m = (0,0,0,.1.0) ， 

2 4z) = BE15= E6 = (4 dy 4 4 4)o2 其 中 心 '=(0,0,0,0,1)， 

旬 43) = ED = = (4 而 4 和 445)a 其 由 oa =(0,0.1,0,0)， 

844 = 45 一 瑟 =(4 4 4 ddriar 其 中 心 =(f1,0.0.0.0)， 

史册 5) = 六 = 五 =《4 .42 .43 4 5)a5 其 中 xi = 人 0,1,0,0;0) ， 

设 四 在 41，42，-… ,4 下 的 冠 阵 为 吾 , 则 


DO0O01l 0 
必 noDTNi 
号 = 0D TD 
tt000Dn0 
几 TO0 0 


【4 下 一 吾 |={《 一 1 和 证 1 

IAA3s1A4= 二 一 1 

… 厚 的 全 部 特征 值 为 1,1.1, -1 -1. 

当 人 =]1 时 ,由 ( 瑟 - 8B)z=0 得 基础 解 和 ， 

人 = 009,1.0,0) ,各 =110,0,1,07 的 =(0,1.0;0,1) . 

再 令 

记 =【 五 0) 此 3 互 2 再 3 号 3) 六 (7 = 1243)， 

则 忆 = , 囊 = Bi 本 =B3+En, 所 以 p 属 于 特征 值 工 的 全 部 
特征 向 贡 为 

有 再 + 各 及 + 各 5 其 中 天 , 妇 , 太 是 数 域 中 不全 为 霍 的 任意 党 


数 ). 


高 等 代数 果 解 精粹 


当 4= -时 ,由 -三 - 品 jx=0 得 基础 解 系 : 
外 = (00 -110 主 = 人 0] 00, -1 ， 
再 令 所 =【 古 | 吾 3 2e 妇 3l 瑟 ) 而 ， 人 一 44,5)， 
则 喇 = 中 - 五 3 85= 五 9 一 吾 m 所 以 有 属于 特征 值 ~ 1] 的 全 部 特征 
阿 量 为 
上 喇 + 让 是 其 中 襄 , 有 为 天 中 不 全 为 零 的 任意 常数 ). 
(5) 由 上 面 可 知 
县 (一 ],,3)， 
r(0=| 及 (1 = 4;5)， 
-号 ， 呈 3 , 5485 


= 【日 ，B， 呈 3 , 刀 ，B3) ] 号 
-1 
-1 

… 下: 有, B3 .88 也 是 了 的 一 组 基 , 由 国 知 在 这 组 基干 的 拭 阵 成 
为 对 第 阵 . 

505. (中 国人 民 大 学 ,1992 年 ) 下 面 的 命 蝠 中 不 正确 的 是 《 填 序 
号 ) 

氏 如 果 数 域 P 忆 数 域 严 ,那么 盛 必 构成 哺 的 线性 空间 

十 如 果 数 域 忆 C 数 域 所 ,那么 P 必 构 成 互 的 线性 空间 

名 把 复数 域 看 作 复数 域 上 的 线性 空间 , 则 变换 家 = x 是 线性 变 搞 (x 是 
* 的 共 二 变 数 ) 

电 在 线性 空间 了 中 ,变换 全 = ,其 中 = 是 中 一 固定 向 量 , 则 了 是 一 
个 线性 复 换 

答 :罗马 二. 

解 : 多 是 正确 的 . 

昌 不 正确 ,例如 忆 = 及 ,五 = C( 复 数 域 ), 取 jiE 玉 ,1E PP 而 ie 如 
数 乘 不 封 团 ,所 以 户 不 是 玖 斌 性 空间 . 

怠 ) 不 正确 .比如 点 = res 则 

玉 刀 =-1)= 一 1 

上 = 人 =1. 

(ee) ,此 说 明 了 不 是 线性 变换 . 

局 不 正确 .比如 了 是 n 维 (nz1) 线 性 空间 , 取 ecE ,上 且 cz=0， 


高 普 代 数量 解 精 柱 


TY2zy 一 划 . 
2 人 ay =2a， 2 
人 2azx<28a)， … 了 不 是 线性 变换 . 
507. (北京 航空 航天 大 学 ) 设 了 是 由 
TYz) = (DY 出 
所 给 的 大 一 天 的 线性 变换 , 试 求 了 , 到 ,中 的 特征 多 项 式 . 
夫 取 间 的 一 组 基 
ci 一 10)0) ez= 001:0) ,si = (9,0,1)， 
由 合式 可 得 


0 0 
TI6 ea ea]j=telezsgs 川 1 0 01. 
有 1 


000 
-| 0 | 了 ,天 , 史 的 特征 多 项 式 分 别 为 太 () , 户 ( 人 4) ， 广 
0 1 0 
(4) , 则 
04)= 1 是 -41= 43. 
万 (A = 4- 421= 3. 
六 (2 = [PE- 41= 4a. 
308. 【安徽 大 学 } 已 知 线性 变换 了 在 基 


8-[。j,==[ 吕 js=[ 一 中 ,= 上 9] 下 的 给 阵 为 


总 于 1 必 必 
DOD0 1 

pp|00109 
0 0 

ID 0 


品 必 
Bo= | ,=[。 ,可 = 上 吕 , 本 =-[。)] 下 的 短 阵 
解 ee 画 12， 玫 31， 正 全 让 生 放风 5 人 如 人 7 到 基 
丘 i1， 瑟 i， 下 51， 5 的 过 渡 拭 由 为 王 = (45)ss4 则 
《 瑟 D1 加 吕 ， 开 2 ， 攻 22) =【 五 ,os .cy os] 于. 他 


]〗 
由 个 式 有 | 。 二 亚 11 三 YI 加 十 多 205 十 邯 3] Gy 二 洛 和 人 


高 葡 代 数 是 解 精 炎 


| 


xi 十 X4 关 让， 
221 一 如 31 二 心 ， 
| 52 二 =， 
X1T 一 54i 二 蜂 . 
遂 工 
解 得 zi= ,HT= 2= 331 = 必 ， 
类 似 可 求 出 其 它 mw 人 (Pi7= 1,2,3,4) ,从 而 可 求 得 


区 -上 
20 0 2 
1 1 
0 工 和 0 
2 2 
是 . 
工 王 
0 半 -二 9 
了 工 工 
2 0 所 
10 0 0 
4 
0i 0 0 
00 0 -1 


509. (新 江 大 学 }】 设 了 为 天- 一 尼 的 线性 变 搞 ,已 知 
失语 , 全 王 1101 
7T(0,1.0) = (2,],1)， 
TD0.0.1] =《【 一 ] 1 一 2)， 
{ 磋 用 熏 阵 4 表示 此 变换 
了 la 区) =【《 芋 | ， WA ) 玫 
t2) 设 让 尼 ) = 局, 求 避 的 一 个 基 诬 ; 
(3) 求 出 使 满足 久 =00xE 瑟 ) 的 点 瑟 的 全 体 . 
解 (1) 邻 el = (1,0;0) ,ea= (0,1,0 ,6= 【0.0,1)， 
a=fl10,1)o=(2ll)a=<f -1 - 27， 
由 根 设 知 
中; = 着 (T= 2,3)， 
Er 二 


二 天 1 说 1 十 部 站 3 二 3 相 3 


高 葡 代 表 题 韩 精 粹 


上 各 
| aa 1 | 名 
-1 1 -> 


【2) 克 = 也 (ETyE2，E31) 

已 = (= 和 = 人 oazya)= 了 (elyaa)》， 

此 即 得 ci,az 为 忌 的 一 个 基底 ,dz =2. 

(3 由 全, 当 开 xlxzyxzs)=0 时 ,得 

xl 十 242 一 xd 关 自 ， 
| 
xi 二 一 253 二 昌 ， 

得 基础 解 系 日 = {3,， -11 

邻 柬 = 了 -100) = 1 E 到 ,TY) =0|, 则 

惠 = 招引 全 届 | ， … 帮 m 刺 =1, 且 有 为 它 的 一 组 基 , 即 满足 六 = 和 0 的 全 全 
都 是 的 倍数 . 

510. [十 汉 大 学 ) 设 呈 是 由 次 数 不 超过 4 的 一 切实 系数 一 元 过 项 式 蛆 
成 的 向 量 空 间 , 对 于 瑟 中 任意 中 sx) ,以 刀 - ] 除 所 得 商 及 余 式 分 别 为 fx) 
彻 所 <, 即 

严 (x)= 人 (Y 史 全 一 1) + 着 ( 二 )》， 

设 史 是 瑟 到 丘 的 映射 ,使 

旨 (x) 一 次 (> 全 

斌 证 p 是 一 个 线性 变换 ,并 求 它 关于 基底 11,z, 喷 ,x3,x4 的 生 阵 . 

解 :YY 及 (xy)》, 户 (z)E 世 ,WE 吕 , 设 用 妆 - 1 除 所 得 商 式 与 余 式 分 别 为 

及 { = (人 一 1)+DfE] 
及 ( 人 = (zone 

那么 及 ( 嫩 + sy 一 [gz)+ 8] (位 一 1)+frfe) TeCx))， 

(+ 户 (s) 让 = n+ = [ALz)j+ 多 LA 让 、 

中 [二 (xz)]= 晤 fs) = 如 [zy)]， 

… 有 是 所 的 线性 变 搞 . 

另外 , 直 吕 式 知 BID = ,efx)= xp0x2) = 1，ofx3)= wopfw4)=]. 

人 

1]010 1 
1 站 

其 中 由 = 从 站 

修了 站 

D 由 


总 二 局 局 
忆 与 一 
党 局 攻关 


高 等 代数 是 散 精 粹 


引 1.【 淹 北大 学 ,2001 年) 设 太 和 琅 是 n 维 线性 室 间 下 的 两 个 线性 
变 搞 ,证明 : 兄 PFC 人 态 Y 的 充 要 条 件 是 存在 线性 变换 了 ,使 了 = 妨 了 
证 :了 了 的 一 组 天 司 ，…, 芭 , 且 


袜 [ES = 《En 由 
了 地 
先 证 必要 性 ” 设 玉 FED 凡 即 
下 岂 
击 蕊 知 

《7 地 


其 中 厂 = 【十 nx 小 将 二 可 改写 为 

Ts 

【EeeE) 吾 =【 6) 

加 = 开放. 二) 

令 线性 变换 了 如 下 , 令 

有 

= 

= 【elyyt) 晤 . 

二 贡 下 交 ， 

再 证 充分 性 设 宛 = 下 了 . 全 

了 

由 他) 刊 中 = 4 时 

4 

= Te 村 怠 

由 介 知 

6) 询 可 由 四 让 ,有 6 线性 表示 ， 

了 

- 罗 TC 四 

512.1 东 北 师范 大 学 ) 试 证 :一 个 线性 变换 w 有 对 角 和 矩阵 必要 而 且 只 
要 wo 有 + 个 线性 雹 关 的 特征 向 量 . 

证 : 设 ”是 mn 维 线性 空间 ,o 是 了 的 线性 变换 ， 

者 有 Fr 个 线性 无 关 的 特征 向 量 mcE Mi= ,1.2……,n) 

月 对 于 mw 相应 的 特征 值 为 站 (= 1,2，…… ,na), 则 


高 敬 化 数 鲍 解 精 和 粹 


本 [ed 人 
汪 
此 即 e 有 对 角 拒 阵 . 
反之 , 若 线 性 变换 e 有 在 站 的 某 一 组 基 忆 ,所 下 对 角 和 矩阵, 即 
| 
可 局 = 人 
则 最 = 88 全 =]2 下 
以 而 局 ,只 为 = 的 mn 个 线性 无 美的 特征 向 量 . 
513. 【北京 大 学 ,1991 第 ) 设 Y 是 数 域 己 上 全 体 2 级 矩阵 所 构成 的 线 
性 空间 , 取 定 一 个 矩 阵 4E Y, 定 艾 了 上 的 变换 人 如 下 
束 = 由 人 是 EC 风 二 
(1 证明 : 双 是 了 上 的 一 个 线性 变换 ; 
(2) 取 了 的 一 特 基 


ea 


求 了 在 此 组 基 下 的 矩阵 ; 

[3 会 证 明 :可 找到 站 的 一 组 天使 S 在 此 基于 的 矩阵 为 对 角 阵 的 充 要 条 
件 是 4 可 对 角 化 . 

证 :1 和 嫩 YE 人 司 天 全 五 ， 

如 (YY 4 二 迪生 = 和 = 上 + 人 ， 

站 ji = = dr = rr， 

… 仿 是 了 的 线性 变换 ， 


(2) 设 4=|“ ， 


iu=4=[” ，] -ye 
io=4e=[ ] 二 


si=4e=[。 | 二 Ba 十 侣 4 


高 等 代数 珊 解 精粹 


ss=hei=[。 "] = + 呈 4， 


ea 3 = (el 全 69 64] 旦 ， 
让 
c 并 
人 
DOe 二 
痢 芭 心 在 基 e; 四 人 3 人 下 的 矩阵 为 呈 . 


[31 先 证 充分 性 , 设 闻 可 对 角 化 , 即 存在 可 道 性 了 ,使 


| 
4= 了 -1 人 
妨 
那 各 了 -1e1 ,了 ie， Te， 了 也 是 7 的 -组 基 , 且 


4 


号 (站 玫 王 1ei = rz 网 民 
卫 


41 
全 (了 -1e)= 下 -1 如 一 0 四 -ea 
> 
册 
人 es) = 了 6 三 站 1e3， 
4 


由 
有 丰 - 1edyh = | | 
卫 


下 

站 

4 
A 
= (了 -el 了 ez 下 1ed, 了 了 -164) 
2 

请 证 必要 性 : 设 二 在 某 组 基 启 ,中 , 房 , 馈 下 的 矩阵 且 为 对 角 阵 专用 反 
证 法 , 若 4 不 相似 于 对 角 阵 ,那么 4 的 最 小 煞 项 未 为 如 下 两 种 : 

(由 几 (A) = (=- ae) 其 中 aE 哺 , 这 时 


汪 二 > 
那么 人 71e)= | )]。 二 le) ， 


j 
3(T-ie)=71[ ]。- 了 e+ 
夏 如 


高 葡 代 数 同 解 畏 粹 


] 
本 [ 太 - Eea) = | ]5= arr 
区 


1 
他 ( Ted) = 全 |= re+ arre， 
性 


让 [ 开 -lel ,eic Te) = (Te Te Tie 1es)C 
1 0 0 


000 an 
由 于 今 在 两 组 不 同 基于 矩阵 召 , C 应 相似 ,得 下 是 对 角 阵 , 习 由 两 个 若 


当 据 组 碟 , 不 可 能 与 对 角 阵 相似 ,矛盾 ,所 以 全 的 若 小 多 项 式 不 可 能 是 这 种 . 
(2 四 (xz = 人-a 关 + 六 ,其 中 上 + 让 天 , 这 时 


上 
4=7 直 ，“ “| 
用 
由 
那么 8T-ie0)= 了 二 ]。= err- 2-1e， 
一 由 如 


全 


声 
5(07-1e)= 7 ， ].- 8 + Ge 
一 本 


由 
| 岂 ]。= or 
一 吉普 
志 
旨 (Te =T 和 | 
一 由 
则 
及 (了 了 下 | + 下 = 人 ,了 区 
攻 也 癌 站 
一 由 了 总 六 
万-= 
其 中 性 必 呈 让 
站 心 下 芭 


那 委 1 起 -中 1= [一 各 姑 + 扫 拉 

颖 的 最 小 多 项 式 为 (4 - ai+ 这 或 [(4- e2+ 人 ,无 论 哪 - 一 种 喇 在 
数 域 P 上 都 不 相似 于 对 角 阵 , 即 万 不可 能 相似 于 吕 , 矛 盾 ， 

让 于 上 述 两 种 均 不 成 立 , 故 得 证 相似 于 对 阵 . 

5i4.{ 北 京 大 学 ,1999 年 ) 设 了 是 实数 域 六 上 的 = 维 线性 空间 ,『 上 的 
所 在 复 值 函数 组 成 的 集合 ,对 于 函数 的 加 法 以 及 复数 与 攻 数 的 数量 乘法 , 形 
成 复数 域 妈 上 的 一 个 线性 空间 , 记 作 如 ,证明 : 如 果 广 , 户 ，… ,五 荐 E 


高 葡 代 数 题 许 精 入 


.中 + 了 个 不 同 的 函数 ,并 且 它们 冯 足 
Ka+ 有 =ACe)+ACB) Ya REGET 中 
AH 各 )= 关 (ae) ,YERaET 加 


下 十 2 有 十 和 + xn+l 疝 =0 区 
则 
和 月 (让 十 2 及 (al 二 二 和 万 Ta) = 人 
3 站 2) 十 32 二 知人 大:ifeoi = 站 
本 全 
区 及 (ea 二 了 十 十 和 
在 中 中 把 * :,! 看 成 未 知 数 , 由 于 系数 矩阵 为 4 为 ax(a+I) 蛤 
阵 , 秩 4< < 未 知 是 个 数 (na + 上, 从 而 起 有 非 堆 解 ,大 ,总 大, 谍 仍 记 为 
生 
对 满足 轩 式 的 这 组 不 全 为 畦 的 如 ,到 ,下 证 


站 有 二 访 十 + 所 := 翅 

本 #, 财 户 = 妊 al 十 人 aa 十 人 + 蕊 na 

则 (和 有 十 + 各 rsHLBI = 后 AL 有 + 各 局 + 如 :大 :1 
[有 

三 开 癌 三 fei) 十 配方 (aa) 人 十 蕊 六 (ee 十 2 记 疡 fei 十 za 六 (ay] 
人 + 六 fa ] 1 人 + 用 [ 直 大 e+ 总 天 Caz) + 人 二 4 大 :1 
{ as) ] 

= 8[ 辣 有 (el + 二话 Ca 十 矶 :天 (人 + 人 [和 (ea)y+ 如 万 
【aa 二 人 十 如 + fo 人 + 机 [中 Ce + 了 有 (as 人 + 南 +1 
太 (ee)]= 站 

由 月 的 竺 意 性 , 即 证 合式 ,从 而 及 ， 户 ， 全 ,六 :线性 相 关 . 


515. [华中 师范 大 学 ,2000 年 ) 设 了 是 数 域 P 上 的 nm 维 线性 空间 ,4 是 
?的 可 赣 线 性 变换 ,证 明 : 对 于 Y 的 三 一 线性 变 摘 有 ,4 -3 吾 和 册 -1 的 特征 
值 相同 ， 

证 : 取 了 下 的 一 组 基 E ,…… ,En, 胆 设 

fei， 0 ,EL =【Ei， wy ,已 和 ， 

在 ee ,ea = :En 加， 

… 风 可 道 ,…4 可 道 , 则 


闹 等 代 教 是 解 精粹 


有 4 有 (El ,ER 二 ,5 )》 用 -五 ， 

4 -Me ， 0 ,=《E 

由 Pi73 第 324 题 可 知 ,4- 18 与 出 -1 有 相同 特征 值 ,…4-! 呈 与 烈 - 
也 有 相同 的 特征 值 . 


82 特征 值 与 特征 向 量 


【考点 综述 ] 

1. 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 

《1 特征 德 阵 与 特征 雪 项 式 

《1 ) 设 4E 严 *" 称 炬 -4 为 4 的 特征 矩阵 , 称 1- 41 为 本 的 特征 多 
项 式 . 

《让 13-4= 咎 -Sn-1+5i 二 《一 Tin + +【( 
1y* -siA+( 114 也 

其 中 吕 为 4 中 一 切 天 院 主子 式 之 和 ， 

由 书 式 知 4 在 请 中 量 案 有 个 不 同 的 特征 值 ,但 4 在 P 中 也 可 能 没 
有 一 个 特征 值 .但 在 复数 域 C 中 ,4 一 定 有 r= 个 特征 值 (包括 生根 个 数 ) 

33? 方 阵 的 特征 向 量 

《| ) 设 i 是 汪 的 一 个 特征 值 , 齐 次 方程 给 

《ano 瑟 - 吓 二 
的 非 零 解 =, 称 为 4 属于 特征 值 xu 的 特征 向 量 , 从 而 有 
dr = 4na， 
《| 》 牧 数 重 数 与 几何 重 数 4E 户 *“， 
1 代数 重 数 , 若 
1 3 在-1= 【AT 3 一 号 

其 中 和 ,12 互 不 相同, 县 大和 吕 > 人 = 下 2 sr 二 二 
“万 三 示 

岂 称 -= 为 特征 竺 1 的 代 孝 重 数 全 = 1,2,…，,s). 

2 几何 重 数 (1 了- 4)x=0 的 基础 解 系 所 含 向 量 个 数 为 特征 值 1, 的 
几何 重 数 全 =1,2,…，,5) 

… 几 何 重 数 = an - 黎 (4 天 - 4) 由 

3).5 为 4 的 尾 一 特征 值 , 则 

几何 重 数 三代 数 重 数 


商 普 代数 题 卯 精粹 


2. 线性 变换 的 特征 值 与 特征 疝 最 

(1) 概 念 设 了 是 严 上 线性 空间 ,o 是 7 的 线性 变换 ,车 存 在 ioE 严 , 存 
在 zE Te 夫 由 ,使 

GE = 站 0 站 

成 立 , 出 称 加 为 ce 的 一 个 特征 值 ,ea 为 > 属于 特征 值 u 的 特征 向 其 . 

(2 线性 变换 与 失 阵 特征 值 与 特征 向 量 的 关系 . 取 6 所 为 了 的 一 
组 基 , 线 性 变换 = 在 这 组 基 下 矩阵 为 4, 那 各 

《了 4 的 特征 值 与 的 特征 值 完全 相同 { 包 括 重 数 ). 

(和 车 wo=fm,…yxm) 是 4 的 属于 ao 的 特征 向 量 , 则 名 = (al …， 
mjxo 是 ec 遍 于 io 的 特征 向 量 .反之 亦 然 , 即 

jp = doc = 40 久 

其 中 知 天 0 名 = (eenjxn 天 站 
【经 典 题解 】 

s16.{ 中 国 科 学 院 ) 求 矩 阵 


了 刘 
百 =|1 3 1 
站 > 


的 率 征 值 以, 本 征 矢 量 ,这些 矢量 1xif 和 = 1,2,3) 是 否 为 正 变 的 ? 
解 ”本 征 值 就 是 特征 值 ,本 征 矢 量 就 是 特征 向 量 . 
1-2 -1 0 
=- -3 -1 
和 -1 -2 
= (2 站 (L -4 
所 以 旦 的 3 个 特征 值 汶 1 = 2 =104=4， 
当 A=2 时 ,由 (2F- By7=f0 得 基础 解 系 [ 即 为 属于 特征 2 的 特征 向 
基 ) 为 


多 


| - 呈 | = 


zi = 人 【10 -1 心 

当 4=1 时 ,由 (8- 8B)y=D, 得 属于 特征 值 1 的 特征 向 量 为 。 = (1,. - 

和 地 
当 =4 时 ,由 (4 已 - 如 7 = 站 

得 属于 特征 值 4 的 特征 房 量 为 xy = (1,2,1)， 去 


由 由 ,四 , 罗 看 出 *i ram 是 互相 正 交 的 (实际 上 品 = BE 本 > 不同 
特征 值 之 间 一 定 是 互相 正 交 的 ) 
513. [清华 大 学 ] 设 


高 等 化 歼 惠 艇 和 精 梓 


-4 -10 0 
,| 了 | 
3 石 1 


{1) 求 4 的 特征 值 与 特征 向 项 ; 
(2 求 4 . 
解 〔 目 13 瑟 -41= 人 -14+2)， 
4 的 特征 值 为 = 13 = 1,13= -2， 
当 1= -2 时 ,由 (2 呈 - 4)z=0, 得 特征 向 基 为 
al 二 《5 -1 一 31 
当 4=1 时 ,由 (号 -47xr=0, 得 线性 无 关 的 特征 后 划 为 
az=( 一 210 oa = ( 00,11. 
所 以 4 属于 特征 值 1 的 全 部 特征 向 量 为 ”总 oa + 各 吧 ,其 中 心 ,总 为 
数 域 P 中 不 全 为 替 的 任意 常数 ， 
4 属于 特征 值 2 的 全 部 特征 向 着 为 上 al, 其 中 晤 为 所 为 不 为 零 的 任意 
常数 ， 
【2 ;= (=2.31， 如 = -2a1， 


从 
3 -2 4 
-oem-|-， 1 | 
-3 1 
-2 
ou-| 1 | 出 
] 
了 JI 辑 21I00 
Poemz-| 1 | 1 
] 
2 
| 1 | 
52m-2 520-t0 0 
-让 ] - 习 如 5 一 他 上 加 1 | 
3 32 
518.{ 华 中 师范 大 学 ,199% 年 ) 设 4= 一 ], 求 ， 


高 苯 代 歼 题 亦 精 粹 


《14 的 特征 值 与 特征 向 基 ; 
{2) 求 4 为 正 整 数 )， 
解 【ti-4I= 人 +1A 站， 
J4= ,12= -1， 
当 =1 时 ,由 ( 忆 - 4)xz =0, 得 特征 向 量 
zj = 【1 1) . 
当 4= -1 时 ,由 (- 旦 -4)x= 小 得 特征 向 量 
ra 一 【各 .d4) ， 
所 以 4 属于 1 的 全 部 特征 向 量 为 生 a ,其 中 所 为 呈 中 任意 非 堆 带 数 . 
4 属于 ( - 1) 的 全 部 特征 向 草 为 je, 其 中 妨 为 玉 中 任意 非 零 彰 数 . 


0) 令 r=(ate=[  ] 惕 


] 
r47=| 呈 
了 1427 = 电 ， 
4 = 1 了 -1 = 闻 民 
必 1 


519.【 中 国 科学 院 } ”车 短 几 
是 
几 = [ 母 一 | 
2 8 -3 
求 和 4 的 [说 本 征 值 ; 
[2 本 征 向 量 ; 
(3) 将 矩阵 4 变换 成 对 衣 阵 . 
解 ”本 征 值 .本 征 向 时 就 是 特征 值 ,特征 向 量 的 意思 . 
{11-4I= 人 -DLL -3202-3)， 
= =2,13=3， 
(24 当 4=]1 时 ,得 特征 向 量 ci = (2,1,3》， 
当 4=2 冉 ,得 特征 向 量 we = (1,1,27 
当 )=3 时 ,得 特征 向 量 as=(f-1,1,17 
综 上 可 得 4 属于 1 的 全 部 特征 向 县 为 六 ai ,其 中 略为 忆 中 不 为 却 的 


任意 常数 ,4 属于 2 的 全 部 特征 向 量 为 名 wm, 其 中 如 为 己 中 任意 非 零 带 数 ， 
4 属于 了 的 全 部 特征 向 量 为 与 m ,其 中 各 为 吴 中 任意 非 零 常数 . 


(3) 令 


高 区 代数 旺角 精粹 


2 1 -1 
7 了 = (aaz,aj = lt ] 1] |. 
3 2 1 


] 
7T-147 = | 了 | 
3 


520.[ 重 庆 大 学 }) 已 知 二 次 型 

了 = 三 + 喧 二 + 4 位 二 223 二 xd 
《1) 写 出 了 的 矩阵 4; 
(2) 求 出 4 的 特征 值 及 对 应 的 特征 向 量 . 


解 (1) 
1] > 1 
让 : 沁 |: ] 中 
l] ] 2 


210 瑟 -站 =( 人 + -ECA 中 )， 
站] 二 直 , 42 三 把 1] .43 = 才 . 
当 4=1 时 ,得 特征 向 量 ww =f!t1. -27,4 属 于 1 的 全 部 特 首 向 量 为 


则 


Aial, 其 中 品 为 己任 意 非特 常数 . 


当 = -1 时 ,得 特征 向 量 ce,=(l,-1,07” ,4 属于 -1 的 全 部 特征 向 


其 为 如 az, 其 中 心 为 呈 中 侍 意 非 零 带 数 ， 


当 =4 时 ,得 特征 向 量 =(l1,1) ,4 属于 4 的 全 部 特征 向 莉 为 


jaa3 ,其 中 操 为 严 中 在意 非 零 谊 数 ， 


521.( 高 数 三 ,1997 年 设 3 阶 实 对 称 阵 4 的 特征 值 有 是 1,2,3. 矩阵 4 


属于 特征 值 1,2 的 特征 向 量 分 别 是 


al = ( -1 -117oa = (1 -2 -了 7 

(1) 求 4 属于 特征 值 3 的 特征 向 量 ; 
{2) 求 矩阵 4. 
解 (1) 设 4 属于 特征 值 3 的 特征 向 重 为 

ay = 【xi yxoy xs 
和 出 于 4 是 实 对 称 阵 , 属 于 不 网 特 征 值 的 特征 向 量 互 相互 交 , 所 以 有 

人 

1 st+f-2 21 = 0 


出 


高 等 代数 是 且 业 入 
由 齐 次 方程 组 引得 基础 解 系 


ad =【1,0，- 1 一 
ao 就 是 4 属于 特征 值 3 的 特征 向 量 . 


(抛售 
-] ] 1 
| 一 之 


1 -1 1 


1 3 2 5 
4-=- 冲 > P- = 才 | -2 I0 2|. 
3 


522.1 高 数 三 ,1906 年 ,湖北 大 学 ,2001 年 设 矩 阵 
0100 
1000 
4《=-jon | 
和 而 1 2 


[已 知 十 的 一 个 特征 值 为 了 , 试 求 yi 
[21 求 息 阵 哺 , 合 (4P)704P) 为 对 贡 给 上阵， 
解 (1) 由 4 可 算得 


本 -4I=(-1)[a2 -7+2)4+(27- 划 ] 


由 于 4 有 特征 值 3, 所 以 将 4 =3 代 六 中式 ， 


时 


0=13-4+=8[9-307r+2)+(27-11]， 


解 得 y =2. 
(2)? 当 y=2 时 
0 TDD0 
1 站 站 
骨 = 2 ,4T=4, 旧 42z= 

] 


0 0 
0 站 
(4P) 玉 4P] = PIM42P. 
构造 二 次 型 
] 


所定 


HH 一 一 所 
心 喇 台 一 


= 好 + 2 十 号 十 十 罗 Y3 xs 


辣 一 全 


和 与 局 


tn 电导 


高 壮 代 获 理 赫 和 精粹 


利用 配方 法 把 了 化 威 标准 形 得 
J= 可 + 好 +5(a+ 王 so)2+ 二 对 
他 
号 100 0 xi， 
7 010 0||， 
3 四 由 疾 1 生 2 ? 
了 站 人 站 1 2 
即 作 非 赵 化 线性 替换 
2 娘 1 
3 _ 吕 入 
55 和 5 
计 4 4 
其 中 
100 0 [oo 0 
0100| 和 
忆 = | | 中 
001 5 001 -4 
DO 1 000 
则 
扰 洒 3 区 一 痢 + 到 二 5 好 + 半 呈 . 
且 
1 
[ 
(4P)MP = Pr4zP = 
了 
5 


其 中 仿 式 的 号 即 为 所 求 . 

523 .1 高 数 三 ,1993 年 ) pm 阶 方 阵 4 具有 na 个 不 同 特征 值 是 4 与 对 角 
阵 相 人 的 (  } 

(A) 充 分 必要 条 件 (8B》 充 分 而 非 几 要 条 件 

号 必要 而 非 充 分 条 件 ( 功 疑 非 充分 也 非 必要 条 件 


管 :BE). 


南 葡 代数 幸 解 精 久 


解 ” 用 排除 法. 比如 令 4= 下 ,其 中 吾 是 m 阶 单位 阵 , 则 4 扯 似 于 对 角 
阵 . 但 它 的 * 个 特征 全 相同 .因此 不 是 必 桔 条 件 , 从 而 否定 ( 晤 ) ,(C). 

再 当 4 有 个 不 同 特征 值 1 ,12 , 时 , 它 的 相应 特征 向 量 = ,…， 
mm 一 定 线性 旋 半 , 令 忆 = (aas), 刘 


[1 


中 4 相 仆 于 对 前 阵 ,因此 是 充分 条 忻 ,区 选 [B). 
524.1 高 数 三 ,1992 年 | 设 矩 阵 4 和 相似 ,其 中 


-2 人 0 由 -1 0 
凡 = 2 互 2|, 曙 = 性 之 此 |. 
3 1 1 口 避 了 


【1) 求 和 7 的 值 ; 

(2) 求 可 道 矩 阵 户 , 使 得 P- 14P = 吕 . 

解 《由 中 知 它们 3 个 特征 值 - 1,2,7y, 而 4- 8. 
从而 4 也 有 3 个 特征 值 - 1,2,7, 但 


1 有 -4L=(A+2)[42 -fx+TA+fz-2)]. 包 
DO=1f2) 吾 -4I=4[4-2(x+1)74+7(s 一 2)]. 
解 得 = 
将 == 问 代 人 个 得 


1 .8-4H=fa+2i2 -2) -Tt+2( 24+1). 
从 而 4 的 特征 休 为 - 1,2, -2. .yy= -2. 
[ 妆 由 上 可 得 


-2 0 ~ 1 
| 2 。 je-| 了 | 
3 1 1 一 了 


已 匈 4 的 3 全 特征 值 - 1,2, -2, 可 求 出 相应 特征 向 量 分 别 为 


本 本 日 


避 ] 
贱 字 oaeer| 了 1 | 
~l1 1 -tt 


高 车 化 煞 理 狮 精 和 神 


-1 
| 2 | 
一 全 


525.( 高 数 三 ,高 数 四 ,2000 年 ) 已 知 4 阶 矩阵 4 相似 于 8,4 的 特征 
值 为 2,3,4,5, 吾 为 4 阶 单位 阵 , 则 1 如 -5Ei=  . 
答 : 军 . 
解 ;…4… 呈 ,所 以 4, 吕 有 相同 特征 值 ,而 忆 也 有 特征 昔 
ai = 了 .da 一 3,43 二 站 4 二 5， 
从 而 号- 吾 有 特征 值 
Mi-i=li-1=2,1-1=3,14 -1=4. 
1 有 -下 | =1.2.3.4= 计 . 
社 ”本 题 证 明 中 用 到 坎 下 两 点 
《1 车 哩 有 = 个 特征 值 1 ,au, 那 各 疙 8 有 个 特征 值 
AD 
其 中 克 x 是 Ex 中 任意 过 项 式 ， 
(2) 若 上 和 芥 所 阵 ,号 有 = 个 特征 值 阁 aa … ,2 , 刚 
181= 0122 
526.( 高 数 四 ,2000 年) 设 矩 阵 


1 -1 1 
入 三 上 工 二 了 上、 
-和 -3 5 


已 知 4 有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,1 =2 基 4 的 二 重 特征 值 . 试 求 可 
道 垂 阵 请 ,使 忆 -54P 为 对 角 拭 阵 . 
解 由 手 3 有 阶 和 矩阵 4 有 3 个 线性 无 关 特 征 向 量 , 刚 存在 3 阶 可 逆 阵 


己 = (alaz,s3) ,使 
2 
| 2 全 
】 


其 中 是 4 的 另 一 个 特征 值 , 且 sl,aa,as 为 相应 特征 向 量 . 
又 当 4=2 时 ,(25 -43x = 人 0 革 珊 解 系 所 售 向 量 个 数 为 20… 有 2 个 绷 


性 庆 关 特征 向 量 ;. 
… 秩 (2 瑟 - 4) = 上 . 过 
1 1 -1 | 1 - ] 
2 | -， 一 了 - 直 -| 一 了 -中 蝶 
了 3 -3 必 收 人 


高 和 敬 代 款 题解 精 入 


由 包 , 鲜 知 几 须 zx=2,y= -2 所 以 


if -1 1 
上 = | 了 地 一 工 |， 
- 汪 -3 5 


LE -41=(A-22A 一 6)， 二 
由 由, 几 知 13= 关 癌 . 
当 4=2 时 ,由 (人 2-4)5=0 得 线性 泥 关 特征 向 量 为 

上 1 天 《 1 一 1 ;07 aa = 《1 17 
当 )=6 时 ,由 (6 已 - 4yx = 得 特征 褒 量 

aa = (1l, 一 2,3). 


1 1 ] 
友 = 《we1yeaay al 开 -一 避 -之 了 


0 1] 弛 


令 


网 请 即 为 所 求 , 因为 


过 
严 -14P = 了 
咎 


327.( 高 数 交 ,1997 年 ) 设 类 阵 4 与 妃 相 似 , 且 


1 ~1 1 2 10 0 
骨 三 2 二 -中 s-|。 2 | 
-3 -3 号 D 


【1) 求 人 上 直 的 慎 ; 
2) 求 可 诞 阵 哺 , 使 P -4 可 = 甩 ， 
解 《1) 由 吕 知 得 特征 值 2,2,5, 而 4 -下 , 所 以 4 也 有 特征 值 2,2, 上 ， 


JE 一 4IstA-2)[iz-ta+3+3e-i]. 二 
由 于 2 是 1jE- 4 的 2 重 根 ,所 以 2 是 122-(a+3)+30a-1) 的 根 , 即 
二 -次 +3+36-1)=. 
和 解 得 as=5. 
将 a=5 代 人 中 ,得 
1 41=(-2f42 一 84+ 人 二) 
= 1 一 2202 -6 


高 壮 人 代数 题 广 精 本 


和 
( 鸭 由 上 面 (1) 知 


1 -1 1 2 
2-| 2 4 - 直 s-| 2 | 
二 6 
当 4=2 时 ,由 (2 如 - 4)x= 求 得 线性 无 闫 特征 身 量 为 


oil= (1 一 t0n ,ao= (1.0,1)7. 
当 1=6 时 ,由 (6 - 4)x = 0 得 特征 向 重 


aq = fl1, 一 2.3) . 
1 [ 
福 令 rar| - 必 | 则 扬 即 为 所 求 ,六 为 
0 1j 3 


2 
Pd4P = 之 
折 


328.! 高 数 一 ,1997 年 ] 设 = 阶 托 阵 4 的 元 束 全 是 1, 则 4 的 # 个 特征 


值 是 . 
管 :41= -一 和 =DAn 2 
解 因为 
4A-1l1 -1 -1 三 了 
1 -ji -~ 三 
[42 -41= [让 
- I -上 -1 闷 一 目 
二 ji 
由 二 二 人 二 开 . 


3229.( 大 连 工学 院 } ”已 知 向 莉 组 


求 矩 竹 4 = 【ai ,aa ,aiyed 的 特征 值 . 

1 -1 -1 1 

谣 人 =- | 1 一 1 1 | 
-1 -1] 1] ] 
| 1 1 1 


高 部 代数 是 解 精 栖 


1 下 =(4-238A+2)， 
。 AM =Az=wA= ls= 一 了 
530.1 工 程 兵 工 程 学院 } 给 定 矩 阵 


了 必 
此 = | -4 -1 夏 | ， 
4 -8 - 守 


求 4 的 特征 值 与 等 征 向 重 ， 
解 145-41=(+2304-1)2， 
=A=1)A3= 一 之 . 
当 4=1 时 ,得 线性 无 闫 特征 向 量 为 
ea1= (3 了， 一 五 ,20) 
当 = ~2 时 ,得 线性 无 关 特 征 向 量 为 
zz 二 《人 , 必 , 1 . 

所 以 4 属于 特征 值 1 的 全 部 特征 向 量 为 后 上 ,其 中 心 为 严 中 插 意 非 
霍 常 数 .4 属于 特征 值 -2 的 全 部 特征 向 量 为 总 o, 其 中 忆 为 忆 中 任意 非 
霍 紫 数 . 

531 , (成 都 电讯 工程 学 院 ) 设 


1 - 久 序 
4=|3 -5 3|， 
6 一 在 4 


求 6104 的 所 有 特征 值 与 对 应 的 特征 向 量 ; 
2) 找 出 一 个 了 可逆 和 矩阵 P, 合 得 4 与 一 个 对 角 阵 相 做 ; 
(3) 应 用 4 的 特征 过 项 式 , 求 45. 
解 (11 下 -dl1=(+2i082 -24+ 雪 ) = 3134+67+20， 划 
= -2215=1+3i 43=1-31. 
当 1= -2 时 ,得 特征 向 量 
al 一 (0.- 1) 
…4 属于 特征 值 { -21) 的 全 部 特征 向 量 为 与 ol ,其 中 后 为 复数 域 和 中 
任意 常数 . 
当 4=1+ 拓 时 ,得 特征 商量 a;= (ii-11+ 2+26)， 
4 筷 于 特征 值 41 + 3i 的 全 必 特 征 向 莉 组 为 如 ea 其 中 上 如 为 香 数 域 
中 任意 非 重 常数 . 
当 4=1- 扫 时 ,得 特征 向 量 es=fl1+i1-84-4 间 7 
4 属于 (1-35D) 的 全 部 特征 向 量 为 局 as ,其 中 与 为 与 中 任意 非 堆 带 数 . 


高 葡 代 效 通 鹏 精粹 


[2) 念 
1 -1 1+i 
| 必 1+1 让 
-2323+2 本 一 纯 
别 天 即 为 所 求 , 央 为 


二 
PTAP = TI +35 
1 -3 和 


(3) 直 出 式 及 内 革 定理 知 
D= 大 4) = 丰 十 看 二 区 且 


-着 区 -18 
.43= -64 一 20 瑟 =| -18 10 -18|. 
-~- 驴 和 -和 本 


532. 【清华 大 学 } 设 


1 2 -1 
4-|on 中 
0 站 


试 求 可 道 纸 阵 疡 , 司 P-14P 为 对 角 矩 阵 ,并 写 出 这 个 对 角 上 矩阵 ， 
解 1E-4l=A2(A -1， 
= 加 = 必 , 辐 =1. 
当 4z=0 时 求 出 线性 无 关 的 桂 征 向 量 为 
ee -21.0 os=(ft1,0.17 ， 
当 4=1 时 求 出 线性 无 关 的 特征 向 量 为 
如 3 窒 【 二 ,站 0) 
令 忆 =(aloayes); 峙 


站 
PridPp = 站 和 
1 


~ 1 1 
态 = | 0|. 
性 ] 眉 


533.1! 高 数 一 , 商 数 二 ,1992 年 ) 设 3 阶 此 阵 4 的 特征 值 4 = 1 = 2， 
13 = 3, 对 应 特征 向 量 依次 为 


其 中 


高 等 代数 是 香精 梓 


(1 将 有 用 和 ,名 , 包 线性 表 出 ; 
{2) 求 dgfn 为 自然 数 )， 
1 区] 
wo] = 月 = %1 司 + sa 各 + 23 乌 = eaal 5 
3 省 3 
元 1 了 
四 -ee -| -| 
友 3 3 ] 


3 户 = 了 8 2 十 局. 
{2) 念 王 =《 5 总 辣 ), 则 


| 了 
3 
1 
ra| 2 | 
3 


1 
| 2 上 
3 


1 1 1 ] 1 1 Ti 
1 症 多 3 ] 夺 9 3 
0 

-|: | 
人 一 呈 3 计生 + 守 


534.( 高 数 一 ,1998 年 ) 设 4 为 nn 阶 第 阵 ,i41z0 4 为 4 的 伴随 矩 
阵 ,及 是 mn 阶 单位 第 阵 ,车 4 有 特征 值 1, 则 (4 "72+ 达 必 有 特征 值 


等:(J4L) 。 . 
解 …4"=1414-1, 若 4 有 特征 值 1, 则 4* 必 有 特征 值 
二 (042 必 有 特征 值 { 14L) + ]. 


畜 和 车 代 歼 题 香 精 入 


535,{ 长 蹇 地 质 学 院 ) 若 n 阶 方 阵 4 = (ml) 的 每 行 元 素 之 和 都 为 常数 
a, 求 证 : 

(1i)a 为 4 的 一 个 特征 值 ; 

2 对 任意 自然 数 严 ,如 的 每 行 元 素 之 和 为 轨 


证 1 和 志 候 设 知 
| ] 
旦 | 三 代 吃 
1 
即 证 e 为 4 的 的 特征 值 . 
(2 由 全 式 对 任意 自然 效 的 有 
1 1 
dm = 1 地 


1 1 
由 地 式 知 :4 每 行 元 吉之 和 为 om. 
注 ”标题 还 知 上 = (7 为 4 的 一 个 特征 向 量 ,ao” 是 4e 的 一 个 


特征 值 . 
536.[ 高 数 一 ,2000 年 ] 某 试验 生产 线 每 年 一 月 份 进行 熟练 工 与 非 汐 


练 工 的 人 数 统计 ,然后 将 亏 区 练 工 支持 其 他 生产 部 门 , 其 缺额 由 招收 新 的 


非 庶 练 工 补 齐 ,新 ` 老 非 熟 练 工 经 过 堵 训 及 实践 窒 年 终 考 核 有 -2 成 为 典 练 
工 , 设 第 "年 一 朋 份 统计 的 东 练 工 和 非 熟 练 工 所 占 百分比 分 别 为 x 和 入， 
记 成 向 量 | “| 
Ja 
(来 | | 与 >] 的 关系 式 并 写成 纸杯 形式 :| ] = 4 一] ， 
sx+L ja jy+1 Ja 
(2) 验 证 = [ , 关 = [ “是 4 的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,并 求 
出 相应 的 特征 愤 ; 


区 
G 当 | 加 we 


高 于 代数 形 解 精 粒 


多 了 工 
各 41= 放 加 十 5 了 四， 

化 简 得 
yn+l 三 ] 攻 和 十 与 jn 


用 矩阵 表示 为 


(2)4 = 全] = ，* 六 对 应 的 特征 信 为 Ni = 


上 
-| | -aa 1 = 六 . 


一 不同 特征 信 的 特 镍 向 量 一 定 线性 无 关 ”… 刀 ,六 线性 无 关 ， 
(3 由 出 式 知 


站- 


令 了 =《( 轴 , 六 ) 那 么 
1 站 
rr | 1 | 
人 
T 


Te7e| 1 |， 
《了 


高 葡 代 上 归 现 解 精 樟 


| 上 4+ (去 )” 4-4 和 二) 
:= 玫 .mr 
1 《人 广 六 1 和信 六 


全。 aa 
区 2 -让 
ny41 冯 10 2+3( 亏 ) 


3537. (高 数 二 ,1994 年 ) 设 4 是 z 阶 方 阵 ,2.4,…,2n 是 4 的 mn 个 特征 
值 ,! 是 an 防 单 位 阵 ,计算 行列 式 14 - 371. 

解 4 的 nm 个 特征 值 为 2 4 ,2m. 姥 么 4-37 的 a 个 特征 值 为 

2-3.4-3…:2n-3 
1d-381=(2-3] (4-3)(28 一 3 -全 24-3701， 

598.( 高 数 三 ,高 数 四 ,1998 年 ) 设 问 量 = = 【 乓 =《， 
5 加) 了 都 是 非 零 向 量 , 且 满足 四 =0, 记 阶 短 阵 4= o 季 , 求 ; 

【1742; 

{2) 撼 阵 4 的 特征 值 与 特征 衣 量 . 

解 【1)4=( oa 亲人 ap) = 上 让 =e0 记 = 站 

[21 设 4 为 4 的 任 一 特征 值 . …42 = 0 …42=T0, 此 即 2=D, 所 以 4 的 全 
部 特征 值 为 

Mi=Aa = … = 太一 自 - 

再 求 105 - 4)xs=0, 即 -=0 由 的 基础 解 芭 . 

00 不 失 一 般 设 @ 天 0 呈 z 人 ,那么 

秩 4= 特 只 过 秩 a=t1. 

灵 吧 =<0 … 秩 431. 


-. 秩 (- = 耿 4=1， 包 
由 司 式 ,那么 

一 自负 一 而 加 相克 一 外 和 一 本 和 一 向 记 
-4 

- 山 - 连 一 - 辆 0 0 … 

二 号 

必 
| 外 
伪作 人 


高 等 代数 题解 策 粹 


由 全 知 ,方程 组 四 间 解 页 妇 + 加 +， (六 关 0， 直 
由 二 可 得 方程 组 吊 的 基础 解 系 ， 
交 ] 二 尼 = 有 【二 号， 有 一 并- 上 0 
十 》7 
于 是 4 属于 特征 值 和 的 全 部 特征 向 量 为 
iot+…+ 所 -ie 其 中 ii, 为 厂 中 的 全 为 0 的 任 间 党 
数 . 
539.【 覃 县 大 学 } 构造 一 个 3 阶 实 对 称 阵 4 ,使 其 特征 值 为 1.1 - 1， 
并 且 对 应 特征 值 1 有 特征 向 量 {1,1,1)" ,(2,2.1) 
解 ” 设 属于 特征 值 - 1 的 特征 向 量 为 房 = (xixx3) 4 是 实 对 称 
阵 , 那 它 与 已 知 两 个 特征 揣 量 正 交 ,此 即 
| zt+ 好 十 划 = 昨 ， 
2 + 232 卡 “3 二 目 ， 
可 得 解 房 =( -107 
将 这 些 向 量 正 交 化 得 
| = 【2,2,17 


尼 =1,1,17 - 0 有 = 二 (- 1， 1, 和 7 


羽 =〈1，- 1.07 ， 
再 单位 化 得 


YY 元 村 (2.2,1) 


4 


y3 王 芭 0， ] , 虽 )”. 
及 户 = Tozt 六 7, 则 


| 
-14P ] | 
1 


I 1 
六 骨 = 吧 ] P-=|1 0 | 
一 1 0 Di 


540.( 高 数 一 ,高 数 二 ,1995 年 设 3 阶 实 对 称 阵 4 的 特征 值 \ = - 1， 


高 壮 代 表 淹 吝 精 神 


ja = =1, 对 应 于 1; 的 特征 向 量 名 =!(0,1,17. 求 4. 
解 设 对 应 于 1= 1 的 特征 向 是 上 = ( 罗 ma, 区 》 ,由于 它 和 语 正 交 . 
xz 十 3 二 身 出 
出 全 得 线性 无 关 的 特征 疝 生 为 
总 =《1,0,07 ， 
名 =《0,1, -17 ， 
它们 咎 此 已 经 正 交 ,再 单位 化 得 


_ 工 ， | 1 
启 = 万 (0 ' 尺 = 万 000.0) ' 矶 = 方 (0 1 


再 念 下 = (和 ,应 , 户 ) 则 


纪 
| 1 攻 
1 
= 尘 tt 0 0 
4 1 | 0 | 
1 0 -it 0 


54.( 旬 号 大 学 设 4=[。 


[13 求 41 
【2) 求 非 奇 异 答 阵 户 , 鸽 P-14P 成 为 对 角 阵 ; 
【3) 求 非 奇 异 和 矩阵 员 辐 六 144) 吕 为 对 角 阵 ， 


种 Di- 本 [| -二 
《2415-4t= fn-3)+1)7. 

.Mrs3,a2= 一 1 

并 可 求 出 相应 的 特征 向 量 为 


如 一 《0 as =【 一 2) 
全 P=taro)=| 一)] .有 
3 "] 
心 一 1 
G)4a= |[” 。] . 作 二 次 型 并 配方 和 


近 1 3 和 7 二 号 xT 二 与 区 二 T 守 二 1 %2 一 《3 二 1 十 25a)2 十 2 


于 


P-I4P=| 


南亚 代 煞 题解 精粹 


4 四 -dj 
恒 关 xi,xsz)= 好 + 好. 
有 姬 化 线性 替换 为 


和 入 3 
[ 引 - 相 ae-[。 疏 3 [。 3 
则 RU44)R=[。 小 
542. 【华南 理工 大 学 ) 若 11z， 加 为 级 矩阵 4 的 = 个 特征 根 ,证 
明 :4 为 可 北 的 当 且 只 当 它 的 特征 根 全 不 为 0. 
证 … 141= 422 


站 可 邀 忆 141 天 DA DT 2 P)， 
543. 1 高 数 一 , 商 数 三 ,1999 年 设 矩 阵 


枉 一 上 ff 
几 -| 5 由 
LI1-e 0 -aa 
其 行列 式 141= -1. 又 4 的 伴随 拭 阵 有 一 个 特征 值 避 ,属于 加 的 一 个 特征 
向 量 “=( -1 -1.1)7, 求 abce 和 2 的 值 . 


解 …44"=141 百 = - 百 . 中 
ons 加 da 
即 -=an4do， 


在 一 1 忆 一 1 
] = 40 5 尼 加 | 
-1 1-e 站 一 让 L] 


AI 一 已 +1+ecy=1l， 
[ecseana 
AT+e- el= 一 TI 
四 + 由 得 iof2ce -2a)=0 
…j 天 殿 由 二 知 )…= e 
将 外 代 人 四 得 io=1 再 将 ao=1T 代 人 辕 得 5= -3. 
好 一 如 
1-a 0 一 好 


综 工 可 期 aa=c=2, 必 = -3,40= 1. 


二 和 国生 全 


-1=141= =4-3，… 丰 = 从 而 =2. 


高 车 代数 是 钟情 粹 


544. [高 数 四 ,1999 年 ) 设 抢 阵 


| 2 一 
4=| -上 -1 上 |】」， 
碌 3 -3 


癌 当 上 为 何 值 时 ,存在 可 道 阵 户 ,使 已 -4P 为 对 角 距 ? 并 求 忆 和 相应 的 对 


角 阵 . 
解 4 相 亿 于 对 角 阵 的 充 要 条 件 有 是 它 有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 莉 . 
1. 有 -TAI TD)， 
= = 一 1.24= 计 ， 
当 = ~ 工时 ,必须 秩 ( -下 -4)= 1 


-4 -2 2 二 
--4=| 0 -8 0 -| 
= 0 0 0 


秩 ! -器 -4)=1… 大 = 此 时 


可 2 ~ 了 
生 = 0 -1 0 1 
4 3 -3 


当 M< -1 时 ,由 (- 忆 -4)x=0 得 线性 无 关 特 征 向 量 为 
al=( -1.2.0) ,ea={10,2) 
当 4=1 时 ,可 得 特征 向 重 为 

o={1,0,] 


-1 1 | 
全 rn| 2 | 
性 了 1 


-1 
户 ” 4P = -1I |. 
1 


545.[ 高 数 一 , 高 数 二 ,19% 年 ) 已 知 二 次 型 
所 区 十 一 了 十 在 %| 3 一 丰 x2xs 
的 穆 为 2. 
1) 求 秦 数 * 及 此 二 次 型 对 度 甜 阵 的 特征 值 ; 
( 21 指 妆 229) = 表示 何 种 曲面 . 
解 :(1) 设 了 对 应 的 矩阵 为 4, 则 


高 苞 代 数 题 解 精粹 


因 竺 4 = 2. 

0= 141=4(5c-18) 解 得 ec=3， 

并 求 得 1 四-41=a04-41 一 g， 

4 = 站 

2) 从 而 存在 正 交 变 换 互 = 17, 使 1= 护 直 so =4 几 +9 邮 ， 二 

由 包 知 ,此 车 面 表 表示 机 圆柱 面 . 

546.【[ 中 国人 民 大 学 ,1992 年 设 4, 昌 均 为 后 阶 乱 阵 ,下 为 m 阶 单位 
阵 ,有 有 下面 结 论 

鲸 郑 玖 -4 可 逆 , 必 有 图 - 型 可 北 

轧 若 中 - 要 可 遂 , 不 一 定 有 旦 - 烈 可 道 

全 号- 想 与 瑟 - 别 有 格 司 的 特征 值 

加 若 4, 8 都 是 正定 阵 , 则 好 也 是 正定 阵 


答 :本 全 . 
在 击 PH73 第 324 题 知 当 4,8 都 是 = 芥 拭 阵 时 有 
1 -4481= 1E- 员 | 全 


先 夏 外, 若 中 -4 蚊 可 道 , 则 j 呈 - 全 1z0 ,此 说 明 1 不 是 司 的 特征 值 . 
共 而 由 名 它 也 不 是 员 的 特征 值 , .1 三 -41 天 0, 故 全 正确 , 鸭 不 正确 . 
再 看 包 ,4 与 1 - 中 } 都 是 阶 方 阵 ,类 做 于 全 有 
1 有 + 1= 1AB+ 有 4 四 
那么 1 本 -8- 要 让 = 区 -1 有 + 4 
[4 吾 - (五 -1=1(4- 全 二 + 型 | 

由 他 有 (把 大 - ] 看 成 1)， 

| 必 久 机 吾 +4B1=10L- 提 + 天 1 

| 五-【 克 -4B)1= (1-(- 有 4)1， 
具 而 心 正 确 ， 


最 后 看 人 9, 设 4= |，)] .Ba=[_ ，“)] 都 是 正定 阵 ,但 48 - 


[。“ ,不 是 实 对 称 阵 ，- @ 错 . 


综 上 可 知 因 ,人 @@ 正 确 . 
54?7.{ 华 中 师范 大 学 ,19%1 年 ) 设 实 方 阵 


南 亚 化 数 嫩 解 精 梓 


一 ho 忆 
呈 忆 心 


2 1] 
1 2 
四 站 | 
2 0 0 
(1) 求 4 的 特征 值 及 长 度 为 1 的 特征 向 量 ; 
235 当 ma 为 自然 数 时 , 求 wdnx ,其 中 和 ={T1 DO)， 
解 (1)DE-4AIL=( -Da+DA-3I0+3)， 
slaa= -1I,M3=3,= -3 
当 4= 了 时 ,得 特征 向 量 at= (il -11-] 
长 度 为 ! 的 特征 向 量 为 局 = To= 立 (11 -1 
当 4= -1 时 ,得 特征 向 量 为 二 (一 1 1, 一 1 
长 度 为 1 的 特征 向 量 为 应 = jiez= 六 (Lv -1)7 
类 似 可 得 4 = 3 的 长 并 为 1 的 特征 向 量 为 
启 = 本 (11,1,1). 
4= -3 的 长 度 为 1 的 特征 向 是 为 
凡 = 立 ( -1 -1 
(2) 念 了 = ( 记 , 户 , 启 , 肌 ), 则 了 为 正 交 阵 , 则 
i 
-1! 


人 ”47 = 
3 
一 凶 
1 
一 直 ) 
Fr- 《下 
3 
《一 3 
[ 
一 Ta 
,"， 册 s 一 《 了 
3 
【一 3 


区 疝 二 3 《了 和 汪 》 
【 -3 
1 -1 1 =-! ] 
1 -1 ] 1 -1|10 1 
了 = = 一 
时 ”2 1 11 10 2: 
~ -1 1 外 心 
将 轧 伐 人名 


四 = 二 [1+(-D"+3+(-3)"]， 


548.( 北 京 妆 电 学院】 《1) 试 证 : 实 拭 阵 4= [2 ，] 的 特征 值 为 实 


数 ; 


(2) 设 4= [ ” ，] , 且 40, 并 设 4 的 两 个 特征 值 Mt 和 ja 相等, 设 


= az = jn, 试 求 一 非 奇异 阵 加 ,使 

ia 1 
和 
证 【LE 一 4I=i -aa+BA+(- 有 不 )， 
ad+ 人 天 - 碌 )=【a 一 直 首 二 拓 二 有. 
由 此 知 仿 式 的 两 个 特征 值 均 为 实数 . 
(全 015-4I=i2-(a+ 直 AIadl- 拓 ) 
和 下 心 知 ,4 的 特征 值 为 二 重 根 10, 从 而 由 过 知 


cac -| 


十 也 
二 
5 
| 
再 念 SS 
由 ] 
由 国有 | |， 
0 
Cg 二 = 0 ， 
可 得 敢 1 二 下 3 = 01023， 


3 十 ar = 光 ] 十 下 D 革 2 3 


世人 十 4 一 立 $ 十 几 0xd - 


外 关 国 四 


【一 zi + 3 = 站 ， 
因 必 5 有 下 三 申 - 


由 于 方程 组 转 的 系数 矩阵 特 为 1, 所 以 国 同 解 于 
《ao 一 2) + xs = 小 


+ 大 一 如 


在 虹 中 仿 zl= 由 , 解 得 za= lo-a= 7 站 亚 
将 si = 由 , 芭 =- 代 人 轩 , 国 得 
| {a -hxza 二 5 = 直 ， 
CH (ae- Ai = 加 -人 
同 理 生 局 解 于 (aa -ho)xs+ ax = 古 . 
令 m=0, 解 得 xy=1. 


扣 站 
人 
2 -| 。 ] 
了 
本 
了 好 一 和 1 
户 
由 ] 
ctc-:| | 
人 4 


sd49. [华中 师范 大 学 ,1995 年) 设 


村 2 了 
4 一 | 蜂 本 | 
0 -2 2 


求 如 ta 为 自 然 数 ). 


解 1iz-41=(4-4)204 一 2， 
二 二 本 二 了 

当 =4 时 ,得 线性 无 关 特 征 向 量 为 

2 一 【 昌 ,1 ,aa = 【1 

当 4=> 时 ,得 特征 向 量 

az=(].0,，- 1 


0 1 
令 了 =(faloao)=|1 0 0， 则 


0 1 -1 
寻 
rrr| 4 | 
2 


高 普 代 数量 刘 畏 粹 


是 
了 - wz-| 4 | 
全 二 


4 2 0 0 
se 
2 49 -28 站 和 折 

550. [华北 电 力学 院 , 水 电 部 南京 自动 化 所 ,1985 年] 设 可 道 " 阶 算 阵 
4 有 F 个 非 零 特 征 值 1 4: 试 证 :伴随 矩阵 4 的 特征 值 为 41141， 
入 

证 …141= 12》 居 人 ,二 可 诞 , 从 而 

本 = 1 4 

…4 有 个 特征 村 ，4T Eee) 

护 4 有 于 个 特征 值 辣 204 时 生 1 

551. (高 数 个 ,1996 年 设 有 4 阶 方 阵 4 满足 条 件 13717 41=D,447= 
24, 141<0, 其 中 了 是 4 阶 单位 阵 , 求 方 阵 4 的 伴随 短 阵 4 " 的 一 个 特征 值 . 

解 0=137+4I=1-(-37-4)1=( -iD -3 一 4I=1C -3 - 
441， 

这 说 明 -3 是 4 的 一 个 特征 值 ， 

dd 2 

及 141<0 141= -所 


由 上 题 知 ,4 "有 特征 值 -5 .141= 二. 

552 .1 清华 大 学 ) 设 中 = 妈 ' ,其 中 4= 【ao wa) ,中 为 非 举 
实数 半 二 二 

1) 迁 明 : 芋 = 大 ,并 求 数 不 为 正 整数 ); 

【2) 求 可 逆 阵 忆 , 使 忆 -1BP 为 对 间 阵 ,并 写 出 该 对 角 阵 . 


1 
证 wwatere : | 全 十 Ge 


人 aa 
8 = dd = edd' = 0， 
从 而 用 数学 名 纳 法 可 证 
下 = 此 下 = 二 ( 为 自然 数 ) 
其 中 站 = 上 = 人 


[2 由 吕 39 第 324 题 


南车 代 数 蚌 解 精 和 粹 


[下 - 盏 [1=13 瑟 -441= 和 -14 -4 
= half -mr 
Ms 一 如 =0=r 而 
轩 eraz … 9@ 


el 


Deal on “ 加 mm 
当 4=0 时 ,由 于 (0 - 吾 )*= 0, 同 解 于 
他 1X1 十 全 252 十 十 如 二 昌 ， 心 

由 由 得 线性 无 关 的 特征 向 量 ( 即 基础 解 系 ) 

al = 长- ma 0)， 

aa 二 【- 四 

侠 n-] 一 [二 站 
当 =cr= 人 +… 和 + 有 时 ,由 (5- 有 = 站 得 线性 无 关 特 征 向 量 为 
国人 


令 
一 
三 1 总 让 心 个 2 
产 = 《Gy 二 人 阁 1 本 必 此 3 , 刚 严 可 道 , 且 
站 避 al am 
操 
于 加 ” 
严 一 旦 P= 0 


二 


343,( 武 党 水运 工 程 学院 ) 设 m,al， am _ 1 是 个 实数 ,已 是 nm 阶 方 


六 呈 心 昌 疾 
避 心 | 收 侨 曲 
人 本 
性 心 心 必 站 | 
-0 -AI 一 oa 0 一 -2 一 和 -1 


高 昔 代 数 贡 解 精 熔 


基 ; 
(2) 若 的 特征 信 两 丽 互 异 , 且 为 已 知 , 求 流 秩 矩阵 , 使 P-L1CP 为 对 


(1 若是 性 的 特征 值 , 试 证 :1 和 妇 ,…, 和 -7 是 对 应 ， 的 特征 向 


角形 矩阵 ， 


证 !1) 和 因为 
下 


若是 习 的 一 个 特征 值 ,那么 由 中 知 


和 + 1 和 -14+…+GAo+e 宇 站 


另外 ,因为 
8 4 
1 
Co 居 |- 间 
-1 -2 0 
人 1 
至 定 四 放 0 人 
用 站 -1 


由 吧 知 (1 和 为 财 座 太 的 特征 庙 量 . 
21 设 有 存 两 两 互 异 的 特征 值 ,Aj,12,… ,出 上 面 (1) 知 , 令 
本 = 人 (12 
则 有 
;= Ar (= 了 2 
即 =“; 为 对 应 1 的 特征 向 量 ， 
再 由 于 ,… ,两 两 互 算 , 令 


且 二 【全 | 人 


则 由 范 德 奖 行 列 式 知 请 襄 道 ,县 


41 
rer-| …， | 
， 


554. [清华 大 学 ) 设 


十 


区 


高 车 代 数 旺 解 精 昼 


3 400 
4 -30 
4=|o oa4|' 

D DB 32 

求 14 | 于 及 4 为 正 整数 )， 
3 4 2 站 同上 昌 

44=|4 ,= )] 由 4=| 4 刘 - 网 
IM 殖 -1=(A+SIA-S)， 
AS 一 5 
相应 特征 向 莉 为 


st21 ai 一 2 
了 1 

偿 2 

令 忆 = | , 刚 


PP 人 ]，P4PP=3， 


4 = 四 
其 次 ,4=2[ “] 
”0 
T 4 天 
|。 ] 二 
由 四, 加, 国 可 得 


se 0 0 和 
四 3 0 站 
0 Ne te 上 
0 DT 2 

1 .42 = TO 


0 
555.( 清 华 大 学 ) 求 | ， “| 的 全 部 特征 什 与 2s 个 线性 无 关 的 特征 
癌 量 , 其 中 人 是 每 一 个 元 宗 为 1 的 "级 方 阵 


解 令 
| 
中 
)E， -上 
De | 
一 上 


高 将 代数 题解 精 粹 


= 1 和 史 - 六 | 
好 
as 7 1 
一 天 一 拉 巡 一 
二 
所 灸 站 的 2n 个 特征 值 为 
AI 一 … 一 叉 2 二 04 _1= 入 ,As 三 一下， 


当 =0 时 ,(0E- 4)x=0 同 解 于 

x+…+ 和 = 
人 = 
由 全 得 2n -2 个 线性 无 关 特 征 向 量 为 

el fl -1.0 ;07 

Ga 【| 人 ,一 二 站 

加 1 二 【10 
1 
au 
当 4=a 时 ,由 (oo- 4)x =Th, 可 得 特征 向 量 为 
an _1 = (1 ,1 
当 = -4 时 ,由 (- 吗 -4)xz=0, 可 得 特征 向 量 为 
aa 
556.[ 长 春 地 质 学 院 } 设 4 为 4 阶 方 阵 , 若 任 意 = 络 维 向 量 都 是 它 的 

特征 向 量 , 求 证 :4 必 有 可 表示 为 如 下 形式 4= 杂 , 其 中 了 为 单位 矩阵 . 
证 设 4= (ay) ,分 别 令 
恬 


1 总 
] 
| 站 站 |: 
E1 二 万 ] 三 En 一 0 
心 1 
由 咎 设 ,它们 都 是 4 的 特征 向 最 ,所 以 由 
| = 丸 IEI- 


高 等 代数 曲解 精 粳 


可 得 aa=hea=…= il= 昌 . 
类 似 可 得 
2 = 4 aa 二 = rz 
2m 二 nln= 2 二 一 区 -ls 二. 
这 样 
4 
站 
4 = 
4 
再 取 他 王 《] 1 1， 
由 * 也是 特征 向 其 
六 = 
纵 而 有 14 =…= 人 =， 
号 = dm 工 


557.( 吉 林 大 学 } 4 为 正 变 阵 ,ae + 妆 为 4 的 特征 值 ,zx + 六 为 相应 特 
征 和 量 ,证 明 : 


(1)o2+ 尿 = 下 

(2 当 及 天 丰富 站 一 有 本 = 人 

证 41) 由 于 正 变 矩 阵 的 模 为 1， 
Le+ 妇 1=1，:… 2+ 序 =|， 

《2) 由 候 设 知 

由 (x + 允 放 一 《十 股 ) 荆 二 计 } 
[各 = 地 -多 @ 
条 = 咱 + 应 志 
x 由 = - 序 ， 全 
4 = or + 应 ， 全 

由 出 ,二 ,并 注意 44= , 所 以 

zx = or -局 )~ 序 ) 
= exxz+ 犀 yy- 20 记 '. 

移 项 并 注意 o+ 户 = 1, 所 以 

床 wy= 音 yYy 一 29087、 二 


再 由 于 有 zx0, 也 地 式 可 得 
2ag = 一 向 + 前 个， 


高 葡 代 数 现 角 精 粹 


其 次 ,由 加 ,二 得 

xy = -所 ) 儿 oy+ 记 ) 
= (exe' 一 存放 oy+ 应 ) 
= ecwy+oaez- 吧 了 了- 序 yx 
= osxy+oecx- 略 -有 rr 


28zy = arr- 响 他 中 
ax 人 + 得 
2x 二 和 个 二 用 志 


将 邓 代 人 二 -wx =yy， 

559.[ 华 中 科技 大 学 ,新 多 师 范 学 院 ) 证 明 : 若 4 为 上 阶 降 秩 所 阵 , 那 
么 ,4 的 伴随 违 阵 4 的 = 个 特 钙 值 至 少 有 *- 1 个 为 0, 且 另 一 个 非 霍 特 征 
值 ! 如 果 存 在 ) 等 于 4 + 4 … 土 直 ，. 


证 由 于 141=N0. 
《]) 当 秩 4=m -2 时 ,这 是 4 =, 所 以 4 的 特征 值 为 
心 , 眉 ， 
结论 成 立 . 
(2) 当 秩 4=*- 工时 ,这 时 秩 4 =]1, 设 4 的 特征 值 为 2 Ap， 
由 Joradar 标准 形 知 
， 
| 村 | 人 
-0 
… 委 4 =1 可 设 和 =…= 刀 =0, 这 时 是 式 为 
4 章 居 
ET 
站 日 … 站 


秩 4* = 1 ， AI 天 各 
2 二 此 + 几 2 二 -十 更 


5598. [大 连 工 学 院 } 设 4=(ai) 为 mxa 和 矩阵 , 定 交 

网 = 定 mi 二 
证 明 ; oaB-148 = 网 ,nd4d = 六 六 0 
证 设 ,aa…,A 为 4 的 a 不 特征 值 ,由 于 相似 纸 隆 有 相同 的 特征 


多 项 式 


高 等 代 歼 题解 精粹 


再-141= 1 和- 则 = 人 
从 而 二 -148= 册 + 如 + 一 414 


册 击 于 册 ' = 


it 
注 “本 题 证 明 中 用 到 结论 
4 二 NAz 寺 二 二 
0 


500.【 中 国 科 技 大 学 ) 设 上 阶 矩 阵 4= (am) 的 特征 值 为 改 ,az， 


证 明 :等 式 
3 二 辣 嫂 中 上 。 


+ = 革 点 = 上 


证 ”出 Jordan 标准 形 知 ,存在 可 逆 阵 了 ,使 


由 1 衬 对 区 
rur| 人 民 和 -142 有 二 ， 
0 站 记 
… 羡 好 = 542， 中 
立 aasan 攻 
隐 辣 2ata 
其 


人 or 和 = 立 > Gil ， 过 

将 加 代 和 中 即 证 . 

361 .1 浙江 师范 学 院 ) 设 4 是 *xan 方 阵 ,4 有 睛 个 不 同 特征 值 2;… 
如 :证 明 :4 如 果 可 对 角 化 , 则 必 存 在 nx mr 得 等 阵 4 …, 汪 ,使 得 


(= 人 


高 车 代 数 厦 解 精 秩 


(2) 半 本 = 人 ( 信 是 zx 单位 阵 ); 


(3)4 = 立 h4i， 
证 由 于 4 可 对 角 化 ,所 以 存在 本道 阵 了 ,使 


四 1 
4 = | … 武 
4 


各 
其 中 有 均 交 遇 村 起 阶 单 世 上阵, 且 


FL 十 开 ? 十 十 下 二 且 


站 
则 41= 本， (= 上 ,28 此 即 4 得 等 阵 ., 且 
4=0 《zz 门 - 


AI 用 
2 而 = | 本 | 
4 


证 
站 
册 = | … | 三; 
乓 


562.( 清 华 大 学 ) 已 知 3 阶 矩阵 4 的 特征 值 为 1, - 1,2, 设 和 矩阵 器 = 出 
-542, 试 求 : 

(H) 纸 阵 中 的 特征 值 及 其 标准 形 ,并 说 明理 由 | 

(2 行列 起 1381 及 14 -571107 为 3 阶 单 位 阵 )， 

解 (1) 设 4 相应 于 特征 值 为 1, - 1,2 的 特征 向 量 分 别 为 el ,wayes, 由 
于 不 同 特征 的 特征 向 量 成 性 无 美的, 令 了 = (ailasyad), 则 了 为 可 闭 阵 , 且 


1 
7 了 -1.47= -】] ， 
一 了 


4 


高 葡 代 数 珊 角 畏 友 


1 1 -4 
人 
8 4 -]2 
由 吕 式 说 明 :8 有 特征 -4, -6, - 12, 且 卫 的 相 龟 标准 形 为 对 角 阵 四. 


【2 由 心得 
1 瑟 |=( -4 -6 -12)= 一 288. 


1 5 -4 
rr 下 | 5 上 -站 | 
2 5 -3 


-14 -SI =( 一 4) -6 人 (3)7= -72， 
563.( 同 济 大 学 ) 设 4 为 庆 欠 对 称 矩 阵 ,4 的 特征 值 为 1 = (i= 1,2， 
…,n), 试 证 : 虐 阵 4: 的 特征 值 为 AT = 2) 

证 设 4 册 于 特征 昔 1, 的 特征 向 是 为 wm 人 = 2)， 

则 dao = MAai 人 ii = 12 
da 

沪 归 为 4 的 特征 值 和 = 1,2，m). 

564.1 长 蹇 地 兵 学 院 ) 设 1 是 = 阶 方 笑 4 的 特征 值 ,求证 

1) 对 尾 意 正 整 数 上 , 习 是 业 的 特征 值 ; 

2) 着 4 有 遂 , 员 4zN, 昌 1-1 是-1 的 特征 值 . 

证 (]) 仿 上 题 , 设 * 是 相应 于 ， 的 特征 向 量 , 那 么 如 = ja， 
= 

=…= 和 

即 证 六 是 尘 的 特征 值 . 

(2 设 14 为 4 的 全 部 特征 值 , 由 于 4 可 道 ， 

1014 = 及 2 

0， 

再 设 上 是 相应 于 ， 的 特征 向 量 ， 

dm = 加. 二 
用 -4 - ' 宕 委 人 D 式 两 边 得 

汪 
1 
此 邹 证 宗 是 4 ;的 特征 值 . 

365.( 中 国 科 学 院 ) 设 4 是 an 阶 矩 阵 且 有 存在 正 整数 ,使 小 为 零 拭 


站 -1a = 一 站 . 


高 普 代 数 旺 名 精 和 粹 


阵 ,证明 :4 被 有 非 芍 特征 值 . 

证 用 反 证 法 . 设 4 有 非 零 特 征 值 ao, 且 a 为 相应 特征 向 量 . 则 

一 让 0 

由 上 题 知 

贞 辣 二 Ar 

此 即 Me= Ha=0a=D 

由 于 a 尖 0, 所 以 好 = 恬 这 与 加 关 四 矛盾 . 即 证 . 

566.{ 北 京 大 学 ,1998 年 ) 用 了 表示 了 元 束 全 为 1 的 * 级 矩阵 ,a 关 2, 设 
Axz)= at+ 刀 是 有 理 数 域 上 一 元 多 项 式 , 今 4= 天 万 . 

[1) 求 了 的 全 部 特征 值 和 全 部 特征 向 量 ; 

(21 求 4 的 所 有 特征 子 空 间 ; 

(3)4 是 可 以 对 角 化 ? 如 果 可 对 角 化 , 求 出 有 理 数 域 上 的 一 个 可 逆 垂 阵 
P, 使 得 P 4P 为 对 角 卸 阵 ,并 写 出 这 个 对 角 矩 阵 ， 

4-] -1 … -1 


解 (118-I=| -lt -1 … -1 
-1 -1 … 144- 
= hn 1(4 -mm)， 
= 


当 = 有 时 ,由 (0 下- 用 x=0 可 得 线性 无 关 的 特征 向 量 为 ,= (1 - 1， 
人 0 as = 【10 一 1 00 af 

当 4=a 时 ,由 ( 双 - .xx=0 可 得 特征 向 量 

om 二 【1 

因此 ,7 属于 特征 值 0 的 全 部 特征 向 量 局 e+ …+ 天 ia 1 其 中 具 
… ,各 -1 为 有 理 数 域 如 中 不 全 为 零 的 任意 带 数 ,yj 属于 特征 值 ” 的 全 部 特征 
向 量 为 和 on, 其 中 点 为 @ 中 任意 非 零 常 数 ， 

(2)…4= 扎 站 = 唔 + 好 . 设 4 的 ma 个 特征 值 为 站, 辣 , 则 局 二 = 
各 -1=aiA= 人 + 由 

四 此 4 有 两 个 特征 子 空间 : 

( 15=iaeldc=m,rEY] 

= 世 (al ee) 

部。 dr =#-] 且 ao 为 站 的 一 组 基 , 

ti)R=1848=(a+ 友 ) 有 ,5 时 = 到 ee) 


商 葡 代数 题解 精粹 


由 mi2=1, 有 mm 为 呈 的 一 组 基 . 
(3)4 可 以 对 角 化 ,事实 上 , 邻 


1 1 1 1] 

-1 0 站 1 
7Y=ftar…aos)s| fi = D 1 

0 站 ~1] 1 

站 
则 了 -7 = 
开 
生 严 
:rrreear| | 人 
区 用 
性 
吕 
吾 + 如 


567.! 声 林 大 学 }) 《H 设 4 是 ax 上 的 方 阵 , 若 人 aa 是 4 的 不 同 的 特 
征 值 , z, ,xs 是 相应 的 特征 向量 . 证 明 :s+ 妃 不 是 4 的 特征 向 量 ; 
(2) 设 4 是 mxan 的 方 阵 ,车 妇 = 丘 证明 ;4 的 特征 值 为 -1 和 1， 
证 (1) 用 的 反 证 法 , 若 x+ 2 值 是 4 的 特征 向 量 .那么 
骨 ( xi da = Anof si 十 交 2). 贝 
但 dl = ixlyda = haz2. 将 它们 代 大 中 式 得 
各 1 1 中 站 2 省 二 记 0 区 ] 王 天 0 交 2 
-Mo)I +- how 个 地 
由 于 不 同 特 征 值 的 特征 向 量 线性 无 关 , 从 而 由 国 得 1 = 1 = in 
矛盾 , 即 证 x+ 不 是 4 的 特征 向 量 . 
2) 设 4 是 4 的 特征 值 ,e 是 相应 特征 向 痢 , 刚 
= 
即 = =42e=Aaza， 
(2 1)e=. 翅 
由 于 ae 关 0, 1-1=0= + 上 1. 


高 莹 代数 是 坤 精 以 


568.[ 吉 林 大 学 ) 试 证 :nxm 和 矩阵 


1 PP 
4 
Po 1 
的 最 大 特征 人 慎 
hi=o[I+(te-l)po], 其 由 0Dcposl 叶 >0. 
证 
Ai- 呈 -mp opp 


和 加 0 
-0 -oo 一 

=(4-od+eopn 一 o2)+(a-iC -ep)] 

= 1-). 

in= oillI+{a-1)6]， 

~- 

ma au =e[l+fa-1l)p]， 

5 和 名. (同济 大 学 } 证 明 : 设 4 是 一 个 an 阴 矩 阵 , pf) 是 一 允 项 式 , 刚 4 
的 特征 向 量 都 是 2(47》 的 特征 向 量 . 

证 设 Pp)=amn+…+ank+a. 设 上 为 4 的 任 一 的 特征 向 量 , 其 
相应 特征 值 为 co, 则 

由 = At. 

那么 ”可 证 44 = 大 上 ( 式 千 几 ) 

名 (二 二 (nd 十 和 二 1 册 二 后 杏 ) 起 

= am 让 + at + aot+ = ga0) 攻 

此 即 表 示 oao) 是 of(4) 的 特征 值 ,是 2f 4 相应 特征 值 旨 Ao 的 特征 
向 量 . 


570.[ 复 且 大 学 ] 已 知 裤 ai = 0, 求 出 下 列 ， 阶 实 对 称 阵 4 的 。 个 特征 
什 


人 1 二] 上 GT 二 1 … Ga 十 ] 
aai+T 三 +1 … 本 本 + 

几 = . 
Ga 二 + aasz+i … + 


南 带 代数 是 有 船 精 梓 


| 1 
] 在 1 如 如 
AAA 要 2 -| 2 出 
解 令 8=| 15c | j 上" 则 
| 
4= BC. 由 PI73 第 324 显 知 
-41=1 轨 -1= 和 -人 1 人 
关 二 于 二 _ 
而 -Ts= 2 下 芭 下 包 e 恬 国 
站 站 一 如 心 入 一 中 
将 仿 代 人 人 吃 , 可 求 得 4 的 mn 个 特征 值 为 
Ms= 0 加-i= 半 ons=z， 


571.( 南 开 大 学 } 设 4 是 = 阶 实 方 阵 ,下 是 mn 阶 单个 阵 ,证 明 ,: 若 4 如 = 
0, 则 点 -4 可 六 . 
谴 …4 如 =0, 从 而 和 的 特征 值 只 能 是 0. 那 么 1 下 是 4 的 特征 伟 . 即 

11- 所 一 甫 | zz 心 酝 一 间 可 道 . 

572.[ 瑟 深 届 给 科技 庆 学 】〗 若 44 是 * 脐 托 阵 , 当 有 一 个 常数 项 不 为 0 
的 多 项 式 上 xs) ,使 闵 4) =0, 划 4 的 特征 值 一 定 全 不 为 站 

证 设 挛 xz)= 西 刀 = 二 + 其 中 四 z 产 0, 使 


0= 大 4= oo 二 上. 全 
由 加 知 141aa4m -14+ -二 al 旦 | =《 一 ao) 天 站 . 
4 站. 


再 设 1 ，… ,na 为 上 的 全 部 特征 值 ,出 

42 = 1 41 天 由 

人) 

5233.! 中 国 科学 院 原 子 能 研究 所 ]】 已 知 4 此 阵 径 过 忆 矩 阵 可 以 蛮 成 相 
做 拭 阵 C,C 为 对 前 阵 ,求证 : 疡 矩阵 是 由 4 的 特征 向 星 组 成 . 

证 设 4 是 = 阶 方 阵 ,f 为 对 角 阵 , 即 


P= (ai ,mi), 其 中 心 为 己 的 列 向 量 .已 知 


高 等 代数 题解 精粹 


| 
-14P= c| ， | 
全 


本 | 
.4P= | “- | 吃 


全 式 可 改写 为 

0 人 = 1 2) 

这 说 明 :e 是 4 属于 特征 值 =; 的 特征 向 量 ( = 12,……,n) ,所 以 严 由 4 
的 特征 向 量 所 组成 . 

5H4,. (延边 大 学 } 假如 2 是 炬 阵 4 对 于 特征 值 避 的 特征 向 量 . 试 求 
PdP 对 于 的 特征 向 量 . 


解 = 
4 0P -2Z， 
P- 14P(P-13)= ofP-iZ)， 出 


HTD 1 由 由 知 P-127 是 PE4P 对 于 特征 值 u 的 特征 向 
贡 ， 

575.( 南 京 大 学 ) 设 4 为 上 阶 实 对 称 紧 , 且 中 -342+54-3T=077 
为 上 防 单 位 阵 }. 疯 ,4 是 否 一 人 如 是 ,说 明理 由 ;如 不 
是 , 举 出 反例 . 

答 :4 是 正定 的 .下 证 4 遇 让 本 的 > 六 即 可 . 设 = 是 4 属于 特征 值 
的 特征 向 基 . 则 

睫 = 说 ,从 而 dre= Mnef 下 拒 页) 

站 = 【和 一 342+5431a= (13-3124+54 一 3)e， 

心 人 天 必 32415 一 3 了 =0， 

1 -1 一 24+3)= 耻 . 

由 于 实 对 称 阵 的 特征 值 均 为 实 教 , 从 而 由 全 知 1 = |， 

由 于 4 的 特征 信 全 等 于 1, 所 以 4 为 正定 上 隆 ， 

576.( 北 京 航空 天 大 学 ) 设 141 =0, 试 证 :对 所 有 充分 小 的 1e1>0. 悟 


14+EE1 = 是 

证 1-45=0, 最 密 只 有 mm 个 根 . 设 除 特征 根 0 外 , 设 绝对 值 晤 小 
的 特征 值 为 红 如 果 存 在 的 话 ) .那么 对 0< le1<$,+ 上 都 不 是 4 的 特征 根 

人 一 | 让 


南 人 殖 化 效 是 解 精 种 


此 即 让 + 用 | 天 人 
577,( 华 中 师范 大 学 ) 设 训 为 上 级 方 阵 4={o) 的 一 个 特征 值 .求证 : 
对 某 一 正 整 数 上 (1 下 s 中 有 
14o - 顺 1 生 六 108)， 
证 设 4 属 于 特征 值 i 的 特征 向 量 为 e = 【xi wa…， za , 则 由 如 = 


AMoe. 有 

= om,(7= ] ,2 是 由 

仿 | 和 = mas 和 xz 和 目 , 由 于 = 天 0,… Ex1e0. 册 四 式 有 

(ao 一 au 二 = Eos- 
| 如 | 


578.[ 日 本 东京 大 学 ) 设 


汉 ， 
120 - 王 | = 1a5l:1- 二 1 | Ge 
AN < 名 逢 < 名 多 


如 由 
由 区 
作息 
修 活 
其 中 8 是 实数 ,aa 天 人 天 0 1al 尖 |， 

[1) 试 求 4 的 特征 值 以 及 长 度 为 1 的 特征 矢量 ; 
(2) 当 an 为 正 整 数 时 , 试 求 (1.0.0.0)4(1.0,0,07 . 
解 (1) HE-4lI= 110 -Ge 天 一 呈 [ 人 +Ga 关 ~ 枯 ]. 


凡人 二 一 十 由 二 一 一 站， 


并 可 求 当 长 度 为 1 的 特征 矢量 分 别 为 
ai = 本 (11) ， az= 六 (1 -1 = 六 (1 -1 - 
1,1》， os= 本 (1 -和 -起 


【2]) 念 是 = 【人 yaya3， sj 则 
G+ 电 


呈 - 14P= 


《人 十 由 
《如 一 下 
【让 一 正和 
《一 让 下) 


六 - 14"P= 


1.0.0, 乓 4 = 


【十 由) 
【一 站 
,站 ,0 部 有 
(1,0,0,0) 人 
【一 在 -而 )” 


[人 证 ) +VG 一 由 【上 ]. 


一 


四 
IE 
加 当 mn 为 奇数 时 ， 

379.{ 日 本 东京 大 学 ) 在 = 阶 方 阵 4= (oz) 中 ,当中 >0, 立 o =10i= 
1,2，…,m) 时 , 斌 回答 下 列 各 题 ， 

(i 证 明 :4 的 特征 值 有 一 个 是 1; 

(3 当 喇 , = 人 (有 是 正 整 歼 ) 时 ,对 于 4 为 和 =2 的 情况 , 求 各 总 

证 《1 次 = (1.1.…,1 风 由 候 设 有 

dr =]1-o. 
因此 4 有 特征 值 1， 


(2) 当 a=2 时 ,由 oj>0, 及 言 a= ,元 可 设 


1] - 
4=| 人 1” ] ,其 中 0<o<1.0<t<1 全 


1 有 一 站 = (4 一 1 十 可 十 出. 
四 =]= 上 -ea 由 
由 心 式 知 -1<t-a-b<l. 且 


4 = 9 
外 =-s-5[ @ 
让 中 ,地 有 


:4 站 =[， 


we 人 :Ge-ov[ 


高 将 伐 数 题 解 销 林 


【1 一 -所 )ma 
攻 5]- -|， - (1- 拉 - | 
{t1- aa 一 区 me ] ea 1-: 
1 -(1-e- 有 6 一 和 
1 (人 -ee-pa 1- 二 - 
| | 
0 


:可 = al[ 。 =- 9 


580.( 武 汉 大 学 ,1997 年 } 人 证 明 ， 
(1 若 ) 为 4 的 特征 根 , 则 有 可 逆 阵 尸 ,使 

MU 8 

站 


了 


下 一 


P 4P= 5 
履 本 > 23 让 
2) 对 an 归纳 证 明 ;: 有 可 道 阵 了 ,使 
AL Ca 
T-I47=| ， | 
恬 室 辣 
证 (了 1 设 书 为 一 切 ax1l 复 矩阵 .由 于 1 是 4 的 特征 根 , 从 而 存在 特征 
向 遇 ai ,使 4 了 1 = 41a1. 和 


将 m 扩大 为 嫩 的 一 组 基 =i ,arm…a, 字 己 =faiaaa) 则 呈 为 可 道 
阵 , 且 由 乙 得 


说 由 丰 1 
二 十。 
则 nl az = 【eoli……an》 辣 , 
唱 an 也 
此 即 有 
Ai 屿 > 必 ia 
和 由 办 
户 -14P = 加 
疾 瑞 aa 忆 


南 检 代数 是 入 精 入 


{2) 对 na 用 数学 归纳 法 . 当 m=1 时 ,由 上 面 ( 忆 知 结论 成 立 . 妇 纳 假设 结 
论 对 m- 1 成 立 . 再 证 ” 时 . 
取 4 的 一 个 特征 根 4 ,由 上 面 (1 ,存在 可 道 阵 忆 , 使 处 式 成 立 ， 


站 汪 5 
在 人 @ 中 , 仿 -| : ; | mms -ranmranmmae 
ba 
ma- 险 可 逆 阵 罗 ,使 六 1 8 为 土 三角 阵 , 即 
4z 4 
77187 = 。 国 
0 0 辣 
再 令 


则 疡 和 了 都 是 阶 可 道 阵 . 令 a = so my 5 ) 刚 
T-147 = PP-14P)P 
由 村 


1 01r) 1 0 1 
| 让 中 - 6 …. 


帮 


8$3 值 域 . 核 .不 变 子 空间 


【考点 综述 】 

1. 不 变 子 空间 设 了 是 数 域 记 上 线性 空间 ,= 是 站 的 线性 变换 , 多 是 下 
的 子 空间 ,车 Y ze 和 多 都 有 w 毛 四 , 则 让 是 o 的 不 变 子 空间 , 史 称 为 o 一 子 
空 冉 . 

5 的 不 变 于 空间 中 最 重要 有 下 面 三 个 : 

2, 核 (D) 设 是 忆 上 的 维 线性 空间 ,z 基 Y 的 线性 变换 , 令 

1eE 让 me= 人 | 

则 称 它 为 = 的 核 , 记 为 100) 或 后 rz. 

(2 err 是 z 的 直 变 子 空间 

(3 车 上 6 为 了 的 一 组 基 ,a 在 基 sj…e, 玉 矩 阵 为 4, 则 


高 世 代 数理 解 精 粹 


(| ) dm( Er)=n~ 秩 4. 

《1 ) 者 秩 4= r, 且 4=0 的 基础 解 系 为 看 ,…， 加 -， 

则 Ree= 丙 自 名 -其 中 且 二 (6 人) 和 人 = 

且 5 为 和 的 一 组 基 . 

3. 值 域 (1) 设 了 是 已 上 维 线 性 空间 ,e 是 了 的 线性 变换 , 则 称 和 集合 

|mlaE P| 

为 上 的 值 域 , 记 为 wT， 

(2)oy 是 p 的 不 变 子 空间 . 

(31 洲 ee 为 了 的 一 组 基 , 且 = 在 基 e,…,6 下 矩阵 为 4, 刚 

( | amey = 秩 4， 

《) 令 4= (4 和 而 为 4 的 列 向 旺 . 若 秩 4= r, 朋 4 , 灿 为 
4 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 ,出 

Go = 下 村) 其 中 

= (ET 

县 上 ,可 为 of 的 一 组 基 

《ma + 本 rarr = 起 ma = 六 

4, 特征 子 空 间 

《1 设 了 是 只 上 an 维 线性 空间 , 是 ?的 线性 变换 ,io 是 e 的 一 个 特 
征 值 ., 称 集 合 

[eaEYlea = Au 

为 = 的 特征 子 室 间 , 记 为 峻 o- 

【上 ) 等 征 子 空 间 是 e 的 不 变 子 空间 ， 
【经 典 题解 】 

人 1. [南京 大 学 设 了 = CC 为 复数 域 ), 拓 为 V 上 线性 变换 ,te,ea， 
eyed| 为 了 的 基底 ,而 

民 ; = 上 +2ez 十 在 5 十 了 4， 

JEz = 一 ze 一 和 ea ~ 12e63 一 14e， 

=3el+5ez+17e3+ 18ea， 

= -461 十 3 的 一 吕 e 二 17- 

试 求 研 罗 部 广 50 让 之 基 记 与 雁 数 . 

解 已 知 

拓 eeaeged) = 【elieoe 人 有， 心 


的 


其 中 


商 普 代数 是 得 精粹 


是 = 
厂 -过 JI - 少 
了 -由 了 王 正 
作 齐 次 线性 方程 组 必 = 0， 地 
求 得 方程 组 中 的 基础 系 为 
嫩 | 二 (并 让, 吕 守 + 此 2 一 { 一 上 [ 0,15 ,3 ， 


则 本 mWKer= 2, 令 

局 =【 je2 Be3 芭 4 站 14 丰 一 《人 ] 各 2 二) 半 

则 与, 扎 为 Er 的 一 组 基 . 

582.[ 华 中 师范 大 学 ,1994 年 | 设 严 是 数 域 

记 = 于 站 天 
在 严 中 定 交 
册 人 人 作 

(1 证 明 :4 是 挛 的 一 个 线性 变 搞 ; 

(2) 求 4 的 核 操 4 的 维 数 与 一 组 基 . 

解 (1) 由 由 知 ,Was= (ea 有 = 并 EP, 那 么 如 
科 户 ,此 盖 是 户 到 产 的 变换 , 且 

骨 te+ 有 = (0 人 47 四 = 和 + 拓 ， 

后) = 人 = da 


… 忒 是 户 的 线性 变换 . 
(2) 全 人 = (0 0,1) ,下 证 
Rerd = 开 [E)， 局 


时 = rd , 刚 

0=4 如 = 二 

= 

05 和 EECe) ,此 皮 Kerd Ce 二 
反之 ,VBEECeG), 刚 有 = 二 ， 

妇 = 440 ,0, 门 =0， 

BE 了 rd， (EC rd 怨 
由 国 , 国 即 证 四. 

nkerd = 1 , 且 台 为 后 rd 的 一 组 基 ， 
583.[ 上 海 变通 大 学 ,华中 师范 大 学 .1991 年 ) 设 了 是 全 体 次 数 不 趣 过 


这 人 数量 脏 精 桩 


的 实 系 数 多 项 式 ,再 汝 上 有 替 多 项 式 组 成 的 实数 城 上 的 线性 空间 ,定义 了 上 
的 成 性 变换 . 
YELAs)]=<Pfs)- 乓 xs 必 抱 s 人 下 ,全 
(1) 求 了 的 核 了 -1(07 和 慎 域 TY 
(2 证 明 :Y= 了 -100] 四 7， 
证 (1 取 下 的 一 组 基 1.xz,,……, 千 , 刚 


Te 动 
其 中 
一 和 各 
必 和 … 全 
凡 二 | 作 站 To |. 人 二 
DTD 日 … -1 
念 4z=0， 址 
可 求 得 地 的 基础 解 么 为 


a=t0,1,0,….07 . 
字 8E=fx,…i)as=w 刚 
7 (0) = Exz)，dan7-100)7 = I 
7 0) = ji | 全 
其 次 
疗 ' = 至 (zx 
= 下 7 让 
= 了 [1 
TY = 有 瞩 
TY= | + 如 妇 二 有 全 
(2) 由 二 ,向 得 
TI00 + 下 = 二 [s) 二 了 YX] 一 了 人 
芝 YY=n+l= nr100)+ 二 mmTY， 
= 了 了 0) 出. 
384. [华南 理工 大 学 ) ”元 吉 属 于 实数 域 只 的 2x2 和 矩阵 , 按 矩 阵 加 法 与 


数 的 孝 重 委 法 构成 数 域 R 上 的 一 个 线性 空间 . 令 = | 。 ,在 这 线性 空 


阿 中 ,变换 
F(4) = 4 -和 个 


高 部 代 歼 题解 精 炉 


是 一 个 线性 变换 , 试 求 严 的 核 的 维 数 与 一 组 基 . 
解法 1 取 扎 “的 一 组 基 


二 


则 由 中 评 求 得 


站 匹 站 五 2 有 21 更 zz) =【 盏 四 硬 已 瑟 21 吾 zz 六 办 
其 中 
0D00 -2 中 
az 0 -2 
00 -2 0 
总 人 心 


令 上 =f, 得 基础 解 系 
立 1 = 《1 人 1 ?也 了 一 《0,1,0,17， 
再 令 


1] 
Bi=(muBnEaBo)at=Bi+zo=|。 下 


间 ] 
兄 = (BaBnBo)mn gotrEz=|。 | 
则 KerP= ZI,Bs)， 
er =2, 且 吾 , 有 为 erf 的 一 组 基 . 


解法 2 设 | 出 E jeF, 则 


人 
由 怨 可 得 
攻 团 


地 ] 十 于 3 一 下 4 二 侨 . 
由 雹 得 基础 解 系 
和 1 一 【人 人 1 7 履 过 一 (01 ,0,] 广 ， 


1 自 0 1 
间 理 得 a%-|， .sa=|。 
er 有 = 工 ( 盏 | ， 呈 1 aaKer 严 = 2， 
且 囊 , 屯 为 咎 中 的 -组 基 . 
585. 【局 济 大 学 ) 设 线性 空间 TY 是 子 室 阿 网 ,本 ,…, 肌 的 直 和 , 即 


高 葡 代 数 晴 解 精 粹 


『 = 形 | 由 … 后 卫 名 
到 多 x 上 的 投影 是 指 映 射 E: Y T, 它 由 
色 中 = 翅 名 
定 立 ,这 时 
人 二 所 于 去 本 / 雹 
证 明 :(1e 是 线性 的 ; 
(2]e2 = 它 ， 


证 1 由 声 知 < 是 了 到 Y 的 变换 . 
3 ET 是 所 忆 , 设 
其 中 玉生 阳 
人 其 中 心 区 生 
那么 由 轧 知 
gf 轨 )= 基 和 直人) 
Er) = 融 = 站 Co) 
由 此 可 知 E 是 Y 上 一 个 线性 变换 . 
(2 YoE y, 并 由 图 式 给 出 , 则 
st) = efefo))=efe] 雹 =sE)， 
二 它 ， 
586.( 南 京 大 学 ) 设 为 复数 域 ,上 是 如 上 的 任 一 线性 变换 , 9;, 3; 为 
人 的 任 次 两 个 子 空间 ,出 
成 3 人 2 呈 ) = 有 站 
是 否 肯 定 盛 立 ?” 若 肯定 或 立 ,给 出 证 明 若 否 , 举 出 例子 ， 
等 不 一 定 成 立 . 念 
hi=2 El [1.0),ca= (人 0,1) 
5 二 也 (E| ) ，S3 = 下 CE) 念 


evea)= (ebei[。 中 ,@ 则 7 是 已 到 的 线性 变 反 


由 出 知 几 LE = 所 ea) = 

但 S 姜 总 = 吉 | 3 站 2 = 提 |. 

彤 3 = 533) = 3 

成 引 1) 门下 吕 = 号 ， 

号 门 S) 关 起 3 站 六 3) 

S87.( 中 国人 民 大 学 ,1991 年 | 设 ssee 是 4 维 线性 空间 下 的 一 


高 亚 代 数 题 鱼 符 罩 


组 基 , 已 知 线性 变换 了 在 这 组 基于 的 矩阵 为 


1 02 1 
2 
4=|1 25 外 
2 


刘 求 了 在 办 =ei+ezy 加 =t 四 =6+st = 引 下 的 矩阵 吾 ; 

(2) 求 了 的 核 与 值 域 ; 

[3) 若 线性 普 换 了 ,有 了 -10) = 四 癌 了 是 否 为 斌 道 变换 ? 为 利 么 ? 

解 【1) 先 求 siszyesyek 到 六 ,六 ,为 ,天 的 过 蔬 矩 阵 2 由 已 知 条 件 


得 
《二 :总 : 访 ， 罗 =《 人 ,82 83 54) 王 ， 
其 中 
]000 
1600 
忌 = 
必 和 下 站 
性 口 1 1 
1]0 3 1 
-B-Z-MZ= 2 
33 了 有 
1 昌 - 右 一 3 
{2 宛 电玩 求 值 域 1， 
TY = 型 (Eee = 了 寂 ， 卫 ,人 3 仆人. 全 
但 
了 (El,Esz，E3E4) =《E1，E2，E3，E4)， 内 


下 商 求 4 的 列 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 闫 组, 今 4 = 【41 4 4 4 )， 
其 中 4 为 4 的 列 向 量 


] 0a 1 nz dj 0 2 1 
-li12 1 3 
三 1 2 3 4| .10 2 3 4 人 
] 2 了 5 3$ 性 4 下 月 un DO 0 
2 3 2 D2z -2 必 避 2 -2 0 


让 二 看 出 dd， 4 为 44a434 的 一 个 援 大 线 性 无 关 组 ,县 秩 4 = 
3, 由 全 知 

dr7Y = 特 4=3, 即 志 

TY = 工 ( 下 | , 全。 全 ) ， 


高生 代 歼 题 坤 畏 灯 


了 | = ej 一 E9 十 6 二 2854 牙 ; =252 二 E3 2254， 了 E; 二 JE 十 E2 二 385 二 2e4 

为 值 城 疗 的 一 组 基 . 

{《 训 得 求 核 了 0) ， 

由 由 知 

dmn7 -1001 =4- 由 TY = 1. 
再 作 齐 次 线性 方程 组 dr = 站 ,得 基础 解 系 为 
立 =【 一 3 了 4 4 

令 E=(eltatcdjr= 一 3E1+4Es+4cy- 5 , 则 

7T- 0) = 民 身 , 那 上 为 核 了-1(0) 为 一 组 基 ， 

(3) 若 了 是 了 的 线性 变换 , 设 

Elea6364) = 【elezt5et) 昌 -0 =0,… =0 只 有 零 解 

… 且 可 道 . 

,了 -! 为 可 道 变换 ， 

388.1 庆 南 师范 大 学 } 设 了 是 数 域 P 上 上 维 线性 空间 ,4 是 Y 上 线性 
变换 ,证 明 : 下 面 三 条 件 等 价 ， 

1) 是 一 一 变换 ; 

(2)4 是 肌 上 ; 

(3j4a = 0esa= 0acT 

证 首先 “4 是 一 一 变换 "合意 就 是 “4 是 双 射 ", "4 是 对 上 "合意 是 “4 是 
广 射 “4 =Desc=0 eaE 合意 是 “4-100) = 切 扩 . 权 此 改 证 正面 三 条 性 
等 价 : 

(4)4 是 双 射 ; 

(5)4 是 泣 射 ; 

[ 的 4 人 0 = 说 | 

[4)-2( 弛 是 显 城 的 ， 

(5) 一 (6) 震 4 是 满 射 , 则 4F = V. 

ud = 

直 md -10) = - 茂 m4y=0, dd-1(0) = 旋 

有 员 TO0] = 直上 

(64 ， 若 和 10)= 拉 , 则 相 md4P= ma. 

4F= 世人 从 而 4 为 满 射 . 

六 4 人 0) = 10 4 为 单 射 , 即 证 4 为 双 射 . 

综 上 可 得 (4),(5),(6) 等 价 , 从 而 (1),(2) ,13) 等 价 . 


商 葡 代数 晴 解 畏 术 


5 【南京 文学 】 请 7 是 复数 域 上 以 | my eaymye| 为 基 启 为 线性 空 
间 , 沁 为 了 上 线性 变换 
本 =Efi= 1 2, 了 3)， 
人 多 
记 
Jr= 1yTy= 人 六)， 风 <E PP| 
为 四 的 象 空间 . 
erw = zl 由 2 =0xEEP| 
为 几 的 核 , 试 求 Re 1 + Jp 门 同 wy 
解 下 = Eeeoyed ad) 
= 全 = 人 (elyeaeysey) 
二 隐 | 风 [ 的 ) 曙 (人 es 人 el) 寺 一 三 (el 的 )。 
让 nj = 2, 且 eea 为 它 的 一 组 基 ， 
(WII]) = 郧 -dm ip)= 2 
设 则 在 el ,eye，ed 下 矩阵 为 4, 由 心 知 


1 1 1 0 

-0001 

0000 

DO0000 

作 齐 吹 方程 组 4 = 站 ,得 它 的 基山 解 系 为 
alj=(l, -1,00) os= 【10 -107 


再 令 
外 = (ete2e9e4jiai= 6- 反 ， 
名 =4eledlt9e4103 = 2 一 的 。 
则 Kemp= 下 后, 名 ) ,其 中 己 , 名 为 后 的 一 组 基 ， 
Jr eye)TEIel- ee- 晤 ) 

= 也 ( eyezyel 一 eyel 一 昌 ]， 
由 于 ee,ei-e:ei- 人 ,与 5 每 价 ,所 以 
= 
= 3 有 see 为 它 的 一 组 基 ， 
得 由 维 数 公式 
站) = di + 矶 CR ) -TV = 


高 等 代 坎 题 鲜 精粹 


号 ec Fi 门 Er, 则 
人 | 
内 =0 加 二 六 | B1 十 4 二 站 
.qi1 十 基 二 身 
全 与 = 9 =- 如, 刚 
Jp 站 Rery = 世 与 ] ,其 中 与 为 jap 门 Erp 的 一 组 基 . 
590.[ 中 师范 大 学 ) 在 数 域 己 上 一 切 a 级 方 阵 所 成 的 线性 空间 了 中， 
取 定 方 阵 4 , 且 , 必 ,也 .求证 
41Z)= 428+CZ+ DZEY 中 
是 了 的 线性 变换 . 并 证 明 : 当 Pf= 力 =0 时 ,4 可 道 的 充 要 条 件 是 1481 DC 
证 【和 史 QZYE PVA EDP 由 心 有 
则 (2+ 拉 = 册 (+ 的 县 4)+TS+ 了 
= 岂 Z + 旺 } 
RE)HACOTREZE) AT 了 
= 凤 Z. 
所 以 生 是 了 上 上 线性 变换 . 
《24 当 避 = 嘱 =0 时 , 心 式 变 为 
上 人 = ZW ET 二 
【站 先 证 充分 性 , 若 14B1zx#0, 则 4-1,8-! 存 在 ,并 在 了 上 定义 变换 
吾 ( ZJ)=4-12B-1 YEZEY 
可 证 呈 也 是 YY 上 线性 变换 , 且 
= 丙 =# 
其 中 上 是 了 Y 上 人 恒 等 变 换 ,由 志 知 4 可 道 
(区 再 证 必要 性 ,因为 4 可 道 , 从 而 存在 变换 袜 , 使 
= 多 = 
取 王 级 单 世 阵 呈 和民 ,由 辐 式 
=) =4C(E)= 4C(E) 且 地 
两 边 取 行列 式 知 141-1C( 品 71 有 3| = 1 
114 
591 .1 中 山大 学 , 举 中 师范 大 学 ) 设 mw, 了 是 =” 维 线性 空间 只 的 任意 丙 
个 子 空间 , 维 数 之 和 为 扩 求 证 :存在 线性 变换 4 , 仿 
dr=T,4 DO)= 交 
证 设 曾 mWW= = 一 1 
(1 孝 =0 时 , 即 点 = 1 和 ,这 时 规定 4=e( 恒 等 变 柳 ) 即 可 . 


高 等 代数 是 韩 精 入 


(2) 若 =m 时 , 即 4r= f 们 | ,这 时 规定 4= 人 以 零 变 摘 ) 即 可 . 
(31 若 D<crem 全 

丰 = 了 ae 其 中 心 必 为 让 的 一 组 基 . 

7T= 工 疝 1 及 ), 其 中 导 , 甩 为 了 的 一 组 基 . 

现 将 al ,所 扩 大 为 中 的 一 组 基 


丰 ] 
那么 存在 唯一 的 线性 恋 换 4 ,使 
避 E 二 1 2 FE， 

如 -| 1 二 上 十 于， 用。 由 

机 山 不 难看 出 

下 0= 开 [ee = 在 

4 = 纪 记 了 

592. 【北京 大 学 ,1996 年 设 了 是 数 起 天 上 的 维 线性 空间 ,并 且 了 = 
刀 币 柬 , 任 给 eE 设 ce=alt+osaEapeE 有 ,全 Pa)=a. 证 明 ; 

(1 已 是 Y 上 的 线性 变换 , 并且 瑚 = 疡 ; 

(2) 斑 的 核 gerP = 多 ,天 的 象 ( 值 坡 ) fmP = 7 


(3)7 中 存在 一 个 基 ,使 得 P 在 这 组 基 下 的 矩阵 是 | ,其 中 天 是 r 


级 单位 矩阵 ,请 指出 r 等 于 什么 ? 
证 11? 首 先 可 以 奏 出 天 是 Y 的 变 和 俩 , 且 六 ca,pET,VYIE 拓 若 a= al+ 
az 月 = 用 + 房 ,其 中 加 , 启 后 全 应考 刘 .那么 
Pa+ 有 =a+ 局 = 有 ay+P 有 )， 
下 各) = 身 |= SPfe). 
必 吴 是 YY 上 线性 计 搞 ,县 由 于 
P2fa)=[Pe]]= 本 e])=al=mPfe). 
由 = 的 任意 性 
严 = 五 . 
(2)( 门 先 证 KerP = 钊 站 
由 页 和 古 , 针 各 
Pb)= PI0+ 本 =0,. 26E Kep, 此 即 及 CerP， 四 
yy Rerp, 那 么 7= 力 + 和 7 了 因 短 厚 , 则 
中 = 严 y)= 
YY= 3+ 和 = 护 攻 用 ,此 即 后 rpP 证， 全 
由 亿 , 地 妇 证 由， 


高 葡 代 数 是 昔 精 和 术 


【 认 再 证 加 = 睛 ， 8 

妈 o 和 站 则 ai= 下 aiE PC 

另 一 方面 nm = 中 rUErP + rmnpP = 直 本 + 

忆 下 = 而 RU + 全 m 肌 

机 国 , 轩 有 面 : 凡 = nimP. 

由 加 , 坊 [= jp， 

{3) 设 mD = r, 那 么 dm 机 = n+， 

到 了 的 一 组 基 mi,… ,ww ,再 取 四 的 一 组 若 aa 由 于 了 = 巾 刺 ， 
从 而 aa 为 了 的 一 组 基 . 则 由 己 的 定 浆 有 
人 


.fi= 1 0) 


名 对 全 贡 昌 


Pa = 


可 PCera)= (ea [ ]] 


其 中 "为 六 空 间 避 的 维 数 ， 

3593.( 兰 州 大 学 ) 设 亚 = 3 引 昌 ,其 中 严 是 数 十 性 上 所 有 = 元 列 向 量 
构成 的 向 量 空间 ,$,# 是 其 真子 宅 间 , 证 明 : 存 在 唯一 的 逢 圭 红 阵 ( 即 业 = 
4) ,使 得 

4 = 34-100) = 形 . 

证 设 由 mrS= r, 则 anW =nm-r. 取 3 的 一 组 基 ei，…a, 再 取 =，， 
ms 的 寻 的 一 组 基 .… 疡 = 3 和 四季, 则 Ge 为 严 的 一 组 基 . 

由 上 慧 可 得 存在 和 等 变换 4, 即 刀 = 4, 且 hui= | i=12 攻 

全 十 站 
ea = 区 可 hd 
= 了 Gy 人 

再 证 明 :4-1(0) = 时 . 

史 生 和 箱 = (ai 

人 101 二 

= 

人 人 

女生 人 僵 

反之 ,YpE4- 0 , 则 妇 =0 设 

站 = 和 GT 

D= .和 扫 = 站 +… 和 + 


羡 敬 代 歼 王 衣 铺 栖 


有 = 1 二 二 上 
此 即 4HOCN 40 = 可 
最 后 证 明 叭 一 性 , 若 还 有 糙 阵 二 ,使 
更 = 万 ,有 = 3 万 10) = 时， 
那 各 ”把 ;= 供 上 = rn)， 必 
PP = 再 (ee) 
= 下 天 0 
PPn = rr 线性 泡 关 ， 
设 责 @)= ae 人 3 
1 必 

(aa 

= 天,… 到 = 昨 , 背 由 册 式 可 知 
秩 员 = 秩 ( 画 | …, 瑟 ,) = r, | 下 | z0, 那 么 由 开 = 大. 

王 = 百 , 再 由 而 式 可 知 
把 ,= 四 =)， 必 
TI 

人 1 rr) 
Re 
ai 人 =1,2r)， 

但 =| 

do = 瑟 ， 人 =1,2，nm)， 

… 帮 = 旦 . 

594.( 坐 中 科技 大 学 } 设 了 是 线性 空间 Y 上 的 线性 变 括 ,Zz 是 了 的 非 
霍 向量. 若 向 量 组 3, 开 过 ,了 1( 2) 线性 无 关 , 配 严 ( 2 与 它们 线性 相 
关 . 证 明 :和 空间 到 = 凡 了 ,下 了 各-1(Z)) 是 了 的 不 变 子 空间 ,并 求 在 
该 组 基 下 的 矩阵 . 

证 …Z,T( 2 和 20 线性 无 闫 ,而 ZTE (2 
【Z 线 性 相关 ,所 以 严 (2) 可 由 了 ,7T(Z) 和 严 2 线性 表 出 , 即 

7(Z) = 而 32 和 0)， 倍 

号 CC 四 , 则 

站 = 如 + 让 人 吧 区 和) 

= 人 + 

= 各 -1 有 于 


四 (=r+1 mm) 


南 世 代 数理 韩 精粹 


… 从 生 多. 此 即 证 就 是 了 的 不 变 子 空间 . 
设 了 在 基 ,T( 2 mm-102Z) 下 的 矩阵 为 4 , 则 


0 0 0 为 

1 中 0 四 
4=|0 1 0 下 

0 0 … 1 了 


305. (中 国人 民 大 学 ,1993 年 1 设 4 是 * 维 线性 空间 上 的 线性 变换 ， 


二 证 : 秩 生 = 秩 4 的 充分 必 和 条 件 是 V= 4y 申 41 人 0)， 


证 【 妇 先 证 充分 证 设 下 = 4Y 旨 450) 
= 44P)C AT， 

四 月 后 4 , 则 存在 和 ,使 = 如 那么 
oa<“z+a 其 中 上 Edyaoe4-IO) 

及 = 如 = 下 das= 和 = 办 )= 相 生生 代 
此 即 4FC 4 比 

由 俱 , 坝 即 证 47 = 42 下. 

… 秩 4= 而 ndY= dmd2y= 秩 业 ， 

(2) 再 证 必要 性 , 设 穆 4= 秩 机 

下 = 呈 mndy+ nd 0= 秩 4+ 丰 md-10 
FndY+ 盐 n(42) HLOD= 秩 下 +anfd2)-10) 
由 志 , 夯 , 季 即 得 

nd 110) = dd) (0 

但 4-1(0Cf42)-100) 

由 加 ,外 有 400) = (42) 50). 

再 证 4Y 太 4-100) = 扣 0| 

VYpBSE4rm4- 0) 则 37EY, 使 = 47, 且 胃 =0 
Ha7= 胃 =0 7E( 4) -10) = 几 -D 

有 =4y=f0 即 证 得 

出所 , 曲 …7=4r 四 4-10) 

注 : 一 般 VYzx 47 四 4-100) ,本 题 冶 出 直 和 的 条 件 . 


导 直 的 全 因 和 四 


59%.( 华 中 师范 大 学 ,四 川 师范 大 学 1997 年 ) 设 了 是 维 线性 空间 


的 线性 变换 , 且 到 = 了 ,证 明 


7Y= 人 中 7 了 -1(0) 


心 


高 等 代 歼 题 杉 精 樟 


证 … 玖 =7 … 秩 天 = 秩 y 由 上 是 中 证 他. 

597. [华中 师范 大 学 ,1994 年 ) 设 4 是 rm 绯 线性 空间 7 的 线性 变换 . 证 
明 :4yc4d-10) 的 充 权 条 件 4= 以 零 变 换 ). 

证 ” 先 证 必要 性 , 设 hCGc4d-10 YeETY 刚 

dcE4yrc4 0 …4e=0=0a, 由 = 的 任意 性 

=0， 

再 证 充分 性 , 设 4 =0,YBE 4 ,出 存在 ET 使 加 = 有 那么 
好 =4e=<0e=0 …PBE4-IO) 

此 即 证 4YC4d-IO). 

59 .1 北京 大 学 ,1997 年 ) 设 是 实数 域 丸 上 的 3 维 线性 空间 了 内 的 

一 个 线性 变换 ,对 了 的 一 组 蒜 elyeoygi, 有 

芷 | = 361 6632 二 和 EdEz= 4Ei + 3 +453， 本 = -SEE - 4E: -6cj， 
《1) 求 站 的 全 部 特征 捧 和 特征 向 量 ; 

(2) 设 号 = 由- 有 移 , 求 吾 的 一 个 非 平 凡 的 不 蛮 子 空间 . 

解 1) 设 生 在 基 si,eavss 于 的 矩阵 为 4, 由 题 设 育 


3 4 -5 
4=j63 -4|， 
6 和 -6 


ME-4=(-30A2+31 + 二 )， 

af=3, 另 外 两 个 为 良和 要 ,不 属于 实数 域 ,应 售 去 , 即 4 在 实数 域 玉 上 
公有 一 个 特 狂 值 3. 

当 =3 时 ,由 [35- 4)x = 必得 特征 向 重 为 

e = (名 135,12) 

令 上 =(eieats)e=8ei+15ez+ 12e3, 则 4 属于 特征 值 3 的 全 部 特征 
向 量 为 外 ,其 中 大 为 任意 非 零 实 数 ， 

(2 且 = 生 -5 有, 从 而 号 有 特征 值 

ma= 入 -5x3= 12 

3 

=(33-5.9)a= Ja2a 

.2a 也 是 中 的 特征 向 量 , 令 

叶 = alar=1l2aeE TY 

则 和 是 如 的 特征 子 空间 ,从 而 为 如 的 非 平凡 的 不 变 子 空间 , 且 d 如 多 = 
1,a 是 外 的 一 组 基 ， 

5 色 .{ 广 西 师范 大 学 ) 线性 空间 Y 的 线性 变换 品 有 是 Y 到 某 一 子 空间 上 


高 车 代数 题解 精粹 


射影 变换 的 充 要 条 件 是 己 是 卉 等 变换 . 

没 设 天 = 凡 四 友 

先 证 必要 性 , 设 Va= mm+ aaE 记 其 中 acE miezE 用, 且 P(a)= ai， 
宙 P372 第 595 题 知 严 = P， 

再 证 充分 性 , 设 忆 是 中 的 线性 变换 ,有 旦 天 = 户 , 那 么 由 P344 第 5 冶 题 知 

Y = PY 由 -100). 

YpEY 则 有 = 户 + 应 ,其 中 中 E 即 , 记 EP-1O0)- 

必 呈 8)= 中 请 )+PBI= REPF 

即 吴 为 了 到 jp 为 射影 变换 ， 

600.! 中 山大 学 ,郑州 大 学 ) 设 下 是 # 维 线性 空间 下 的 子 空 间 ,4 是 了 
上 的 线性 变换 , ob = 多 门 4-100)( 记 号 4 区 的 表示 4 的 核 空间 ). 证 明 : 

cm 有 = dd 肌 + 

证 设 向 同 = 丈 ,并 取 它 的 一 组 基 al, ,as 再 扩充 为 让 的 一 组 基 
avyenyayiyeai 其 中 da 本 = +， 

= 和 门 和 0 

凡 惠 Cai 故人 = 2 有) 

惠 = 了 at) 

4 本 = 区 = 中 

下 证 1 线性 无 关 . 

令 各 4ant1+… 二 id = 有 

二 

十 门 4 人 0 

信 门 站 -区 0 = 下 ae 


Ge 二 节 
由 过 ,并 由 表示 法 唯一 

= 

由 由 知 

看 md 凶 三 宇 一 卫 。 

而 mm 本 0 = 由 


dd 儿 + 二 = (总 =5= 丰 mm 放 . 
601.1 武 汉 大 学 ] 设 了 是 = 维 线 性 空间 TY 的 线性 变换 ,了 和 了, 证 明 ; 
中 芷 向 向 量 z 重 可 了 肘 一 的 表示 成 x = 上 +t 的 形式 (to ,esE 人 内, 恒 得 


和 = 下, 瑟 = 避 - 


高 坦 代 数 题 吝 精 简 


证 困 为 天 = 了 ,由 到了 第 595 知 ,了 = T 币 7 1 人) ,所 以 xEP 有 
下 一 下 十 出 其 中 GE 让,E 了 10) 
了 =0, 而 上 = 立 ,aE 
了 = 天 = 下 = 开 
且 香 于 是 直 和 ,因此 这 种 分 解 = x+ 是 唯一 的 ， 
an2.[( 新 疆 大 学 ) 设 了 是 an 维 线性 空间 了 的 线性 变换 , 玲 = 了 ,及 = 
tt 全 le 和 时 ,P=le- 和 从 lcE 天 ,证 明 :P= 们 直人 肥 . 
证 … 玲 = 了 ,由 P372 第 595 是 有 
和 = 于 四 了 10) . 
而 人 及 = 和 下 证 
7 10) = 也 名 
ya 信 , 则 na= 有 -了 玖 
和 = 了 -78=- 人 -及 =0. 
ea 和 了 0, 此 郑 的 己 了 (0) 
反之 ,YYpET-HO), 则 防 =0 
.月 = 万- 政和 记 , 此 即 了 0)C 肥 . 合 
由 全 ,起 即 证 包 
再 将 册 = 下 几 = 人- 休 全 代 大 中式 即 证 ， 
603.( 华 中 师 太 ,1993 年 设 4 是 n 维 线性 空间 T 的 线性 变换 ,4 的 秩 
小 于 ma 今 4= jaoEyld=0ldy=jdlacc 时 ， 
证 明 :了 = 后 od 引 4 的 充 要 条 件 是 :0 是 4 的 最 小 刻 项 式 请 (2 的 单 概 . 
证“” 先 证 必要 性 
取 闻 的 一 组 基 m :4 在 这 组 基 下 矩 自 为 4 , 设 11,… ,为 4 的 全 
部 特征 值 .… 秩 4<pn pi = 141=0…0 是 4 的 特征 概 ， 
若 0 是 mh) 的 重 根 , 丽 (1) = 世 (4),… 秩 等 因子 有 如 fsz2), 由 若 
当 定理 


必 
四 下 -147 了 = ] 
人 


3 


高 等 代数 茵 圩 精 樟 


人 = 


… 秩 4 关 秩 三 ,由 P372 第 595 题 知 ,这 与 了 = Ard 申 4 天 盾 . 
再 证 充分 人 性 , 设 0 是 亚 (14) 单 根 ,…0 是 特征 黎 项 式 的 单 根 ,路 4 的 特征 
根 为 0 和 2 其 中 心心 天 0 
避 间 心 划 
2 4 
人 147= 4 人 = 
0 昌 
秩 4= 秩 4 妈 …Y= Rod4 申 47. 
604.1{ 直 汉 大 学 ,1998 年 ) 设 了 是 复数 域 上 的 向 量 空间 ,p 是 的 线性 
恋 换 ,日 喷 = P. 证 明 : 
(DB 为 可 道 变换 当 且 仅 当 p 是 己 等 变换 ; 
(207 = 可 pp 引 后. 
证 (1 了 最 站 的 一 组 基 ai,… ,es , 且 
站 al 人 an 用 
册 忆 = 严 ,… 生 = 用 四 
人 
户 = 了 由 二 
(2 抽 P372 第 35 题 得 证 . 
605. (北京 师范 大 学 } 设 F[x] 表 示 数 域 亚 上 一 元 多 项 式 的 全 体 
五 :下 [x] 一天 [zx] 
是 xj] 自身 的 映衬 , 它 误 是 下 列 条 件 ， 
UPDefr+ 记 1=oaDPm+ 加 (5)， 
21 且 ( 户 本 = 到 及 .让 + 广 用 (S)， 
3 Pr = 1 
这 里 户 gsE 天 [xj ye ec 证 明 ， 
号 ( 户 = 关 是 的 导数 
证 由 地 知 
中 = 11= 呈 + 


四 昌 蝇 


高 坦 代 教 题 角 办 入 


瑟 (1 =0 
[oh= 了 ia"])i= ap)=n 
再 用 数学 上 好 纳 法 ,可 证 
有 各) = 网: 红 ( 丽 华 肯 ) 
当 = 1 时 , 直 坪 知 , 由 式 成 立 ,归纳 盘 使 结论 对 于 - 1 成立. 
即 责 和 -=( 本 -有 各 
稍 当 只 时 
下 (z) = 站 = 有 (+ 和 DCx) 
= 有一] 和 2 
共 而 得 证 印 式 对 一 切身 然 歼 严 都 成 立 . 
再 证 D(am) = aner-， 四 
条 心 和 号 得 
忆 [ am = af) = rn 1， 
即 鲍 式 成 立 . 
中 所 直达 玖 < 列 
有 = 
瑟 [ 扰 ] = 本 呈 ( 各) + dz) + 了 (ao) 
= 本 如 
= 站 (z) . 
606.( 华 东 纺 织 工学 院 } 设 w 为 线性 变换 鼻 的 特征 同和 量 ,(4 - 27)e， 
= 以 其 中 上 为 恒 等 变 换 ) 全 
而 向 最 组 si ,az，…,e, 满足 
(是 -Ma 下 =-12 一 1) 全) 
证 明 :alaz,…，a 线性 无 关 ， 
证 设 xial+xaca+ -二 xs =， 二 ) 
【0 
由 由 包 得 
Yaog1t+… + Wai -二 由 由 
再 用 (4 - 好 ) 作 用 名 式 , 这 样 继续 下 去 ,可 得 
al 三 企 - 
af 是 畦 征 向 是 ,… ci 六 0. 从 而 二 = 站 
再 代 人 人 鲜 式 得 
区 1 有 十 生生 -1 | 三 站 


继续 这 样 下 去 可 得 


南车 代数 题 朋 精 粹 


旭 1 二 二 

aly aaa 线性 无 关 - 

607.{ 南 开 大 学 } 设 4 是 数 域 上 上 = 维 线性 空间 的 线性 变换 , 则 数 1 
是 它 的 特征 根 的 充 村 条件 是 由 - 好不 可 递 ( 这 里 上 是 便 等 变换 ) ， 

证 设 e 是 4 的 属于 特征 值 A 的 特征 向 量 ,那么 4 是 由 的 特征 根 一 存 
在 az#0 合 ,4a = ia 所 存在 cz0 司 (4- 昌 )a=0, 呈 4 和- 好不 可 遂 . 

008.! 南 开 大 学 】 若 业 是 实数 域 六 上 的 m 维 线性 空间 站 的 线性 变换 ， 
已 知 它 有 m 个 处 辐 实 特征 根 . 试 求 其 全 部 不 变 子 空间 ,并 指出 其 个 数 . 

解 设 生 的 nan 个 不同 变 特 征 根 为 

六 1 

且 zone 为 相应 的 特征 调 量 . 且 它 们 也 是 下 的 一 组 基 , 那 么 

名 = 玫 o 《1s 二 ) 

都 是 它 的 相 变 子 空间 ,再 10 也 是 不 变 子 间 ,所 以 共有 2" 个 ， 

09. [起 如 大 学 ) 假若 了 是 域 所 上 绢 性 空间 ,六 都 是 线性 空间 了 到 
线性 空间 大 的 线性 变 搞 .8Y 到 状 的 变换 则 ,使 * 一 六 (xz) 及 (xz). 求 证 :8 是 警 
变换 时 ,六 或 户 是 零 变 换 ， 

证 用 反 证 法 , 若 方 与 方 都 不 是 择 变 换 ,从 而 存在 xi ,ETY 使 

(天 站 户 (xoy 天 间 ， 

人 刁 本 = 矿 () Ra 是 人 夺 ， 

由 于 少 是 零 变 换 ,所 以 

看 = 名 3 交 ) = 六) 访 (5)， 

四 = 如 [<2) = 万 (xc 户 (xz) 

由 山 ,四 , 二 三 式 知 

万 { 3 三 间 太 (5 三 站. 

有 1 十 2 = 上 ( zi 十 所 ( xz] = 有 (人 Y)， 

六 (5 + 妇 )= 及 (+ 天 (= 户 (za) 

日 = 儿 十 32) 二 十 区) 六 t 二 和 = 及 (xz) 全 

号 与 昌 刻 盾 , 邯 证 结论 ， 

560.[ 北 京 大 学 ) 设 则 *]。 为 全 体 次 数 小 于 为 实 系 数 多 项 式 所 成 的 
实数 域 的 线性 空间 ,对 于 六 z]jER[x],, 定 义 W(xz)= (xs). 证 明 : 下 - 吾 为 
一 可 道 变换 ,其 中 五 表示 单位 变换 ,并 指出 线性 变换 呈 的 全 部 不 变 子 空间 

证 奔 易 证 明 瑟 是 有 xj], 的 线性 变换 . 

在 RLrj。 中 取 一 组 基 1,z, 和 ,和 -1 语 


旬 四 对 电 昌 


高 亚 人 代数 岗 昔 精 烷 


昌 ( 人 1 


其 中 
1 了 
中 一 本 
心 同 皂 由 
设 瑟 -五 在 这 组 基于 短 阵 为 品 , 则 
] -] 
玉 = 吾 一 六 = 号， 


1 
因为 1851z0, 五 -站 可 道 ,从 而 站- 喇 为 可 道 变 换 ， 

其 次 ,由 卫 的 定义 可 知 ,五 的 全 部 不 变 子 空 间 为 

二 蕊 和 下 [1 和》 人 

共有 nm+1T 个 ， 

5.【( 和 集中 师范 到 学 ) 设 生 与 号 都 是 n 维 线性 空间 Y 的 线性 变换 ,如 
果 4 的 “个 特征 根 互 异 则 4 = 型 的 充 要 条 件 是 4 的 特征 向 攻 也 是 如 的 特 
征 同 基 . 

证 设 委 咯 于 特征 值 % 的 特征 向 量 分 别 为 m(f= 1,2…-,a), 由 于 
互 异 ,所 以 mas 为 下 的 -…- 组 基 . 

先 证 必要 性 设 4, 呈 在 基 ai…,a 下 矩阵 分 别 为 4 和 旦 , 那 委 


| 


凡 


且 由 于 48 = 烈 , 所 以 4 = 员 . 再 由 于 局 互 异 与 4 可 变换 的 矩阵 
只 能 是 对 朋 阵 , 即 
六 
那 条 


是 (一 【oa 有 
可 得 应 = patr= 02 …P) 即 证 必要 性 . 
再 证 充分 性 , 若 4 的 线性 无 关 的 特征 向 量 也 是 呈 的 特征 岗 量 , 则 


4 
及 [ee = | ”。 | 
人 


严 } 
吕 f ai …as) = | 


全 


即 局 = 噶 . .14 有 = 吕 4， 


612.[ 湖 北大 学 ,2000 年 ) 设 4 是 线性 空间 了 上 的 可 逆 钱 性 变换 .证 


肖 :4 的 特征 值 一 定 不 等 于 


证 设 目 8=m, 襄 ao 为 了 的 一 组 车 , 设 4 在 这 组 基 下 的 矩阵 为 


册 ， 

册 诊 4 的 ma 个 特征 值 汶 41, 国 为 骨 可 道 , 则 4 在 这 组 痰 下 矩阵 为 
几 1 

| 

机 

513. [中 国人 民 大 学 ,1992 年 ) 设 4 是 数 赴 P 上 an 维 研 性 变换 ,并 且 
= 业 , 证 明 ; 


(3 (0 = =- 均 上 和 Yi 
(2) 若 吾 是 7 的 一 个 线性 变换 , 则 4-1(0) 和 值 域 4y 都 是 号 的 不 变 子 


空间 的 充分 必要 条 件 是 48 = 品 . 


证 《1 全 开 =1-4&ETEEP, 下 证 4-100) = 时 . 二 
YE4- oO, 则 由 =0， 
有 = 及 -上 所 机 .此 即 4-500)C 杜 ， 志 


反之 ,中 a -各 后 出 ,其 中 aeET, 那 各 

da -各 )= 和 如 -4p= 各 = 

6 一 生 和 4 0) .此 即 明科 4-10). 民 
由 全 ,全 即 证 外. 

(2 先 证 充分 性 , 设 45= 型. 

{i 先 证 4 (全 是 号 的 不 变 子 窑 间 . 

EECd OO. 则 此 =0， 


高 芋 代数 题解 精粹 


(= BE= 有 0)=0- 

此 即 召 [ 习 后 由-110) ,从而 -0 是 瑟 的 不 变 子 空间 . 
() 再 证 47 是 吾 的 不 变 子 空间 . 

WE 4Y, 风 存在 z 和 下 ,使 da = 注 . 
= Bda = 屿 (BaicE AT 


此 即 证 4 也 是 吾 的 不 变 子 空间 . 

再 证 必要 性 设 4 40) 与 即 都 是 吕 - 子 空间 . 

《站 持 证 = 4 107 中 几 F， 全 
4 10) + PC 区 日 
了 


二 = (由 )+ 由 和 TD)+aV 
即 PFC4- 以 0 + TY， 
由 全 , 雹 有 了 = 和 (0) + 玫 . 
但 面 = dd -100) + cd 
从 而 有 已 , 声 即 证 地 
【让 再 证 嫩 = 型 , 即 证 
4 =Bn,yacP 二 

由 a 牛 TV, 及 迎 式 ,所 以 

a= et+wa 其 中 国人 则 -D)，aoE 4 

从 而 存在 5E 熙 和合 m= 几 , 且 4 姑 = 

由 于 4 0)? 是 旦 的 不 变 子 空间 ,… 由 oaEd 0 ,有 本 ijE4-10) 此 
即 4Ba = 0. 

又 E4Y,4 是 吾 的 不 变 子 空间 ,… 吕 (好 )E 4 , 即 存 在 四 低下 ,使 
号 引 = da， 

Ba = Bdal+ Bra = 下 (0 + 了 = 2 


务 旬 对 


= du3. 册 
dp = 4 45 = 48 = 408 邮 ) 

= 下 aa = da， 也 
由 虹 , 忆 , 即 证 全 


再 由 “ 的 任意 性 , -. 48 = 弄 . 
614.{ 吉林 工业 次 学 ) 设 了 是 数 域 P 上 维 向 量 空间 ,ol ,m ,5 为 
7 的 呈 个 异 于 寺 变 换 的 线性 变换 ,证明 :『 中 存在 …… 组 于 底 x,s,… 和 使 


得 


高 等 代数 钙 坤 精 福 


GT] 

证 令 站 =or(0). 由 于 天 不 是 零 恋 换 ,从 而 三 是 下 的 真子 空间 4 = 
1,2…m) ,那么 P233 第 471 题 ,存在 的 一 组 基 廊 赔 ,xp 和 使 se TLF= 
] ,2 ri 2 

些 即 

四 (00s 1,2 mi= 2 )， 

615.1 南 开 大 学 ,华中 师范 大 学 ,广西 大 学 ,兰州 大 学 } 设 下 是 数 域 严 
上 线性 空间 ,e 基 『 上 线性 变换 , 扰 x) ,gx) ERP[x],Rz)= Rs)8fzr) 证 
明 


【1 er ec) + ergta CR i 全 
(2) 某 Us) EUs = 1, 则 
Ken zi = erf ca 由 且 r 本 ta)， 地 


证 《LVYaeE Ratoy+ Kergtc), 财 
让 一 十 aayGi 和 Rer 扩 oa 二 ngfr) 
起 开 a=0gta 人 ea) = 人 0， 
且 由 赤 aigfcy= 攻 (Ra) 屠 各 
中 [cya = 中 Gia = 页 aao) 
= gc)Feoila+ 护 5)8(Coifea)y= 昌 
此 即 ec 不 mi(o) ,所 以 合式 成 立 . 
(2) 直 于 (As gr) = 1 所 届 存 在 afx),ofw)EP[x], 有 
cf <] 
从 而 有 
cfo7oit+akcigtzjs 《其 中 了 为 但 等 变换 
{1) 先 证 Romtar= re)+ Kgra) 
由 PE Ke Ar)8=N0D 且 由 性 有 
8= 前 =atciAoIB+p(aigfa)B= 记 + 硼 划 
其 中 羽 = afo)1lap, 记 =efojgfr15=， 
5) 放 = WaikhfcB=n0， 
此 即 有 闻 和 jeregfo)， 
的 辐 1 有 = 以 有 az)B8=， 
有 re 
由 全 ,全 ,O 有 PE)+ Regfo), 此 即 
KR CC Er oh + ergfe) 
由 吓 , 动 得 证 出 式 . 


世 芍 


高 敬 代 数 是 解 精 和 粹 


【jj 再 证 RerAezl 门 Rergfe)y= 习 |， 地 
YE Feio) 门 Reg(a)， 则 

大 dB=0Std)S=D 

由 贪 有 

疾 = 后 = aa 所 可 站 + 的 8 = 站 . 

此 即 证 密 式 成 立 

由 二 , 轩 即 证 区 式 成 立 . 

616.( 武 汉 关 学 ,1999 年 ) 设 是 有 限 维 向 量 室 间 了 的 可 逆 钱 性 变换 ， 


设 叉 是 了 中 ”一 个 变 的 子 空 间 . 证 明 : 再 在 线性 变换 op- :之 下 也 不 变 ， 


以 


证 当中 = 了 或 不 = 上 0 时 ,结论 显 杖 成 立 . 
设 m= 本 jy = 二 到 , 且 人 0 下 < 
取 刺 的 一 值 基 mi,…,su* 由 于 色 是 w 的 不 空子 问 空间 ,上 且 mp 可 道 , 所 


中) 三 启 后 宙 , 人 = 2, 中). 
下 证 启 ,……, 品 也 基 负 的 一 组 基 ,因为 今 
XI1 癌 二 二 和 = 站 ， 
则 ”y- 是 了 的 线性 变换 , 且 
0=p7 DO = xp (Bt+ 十 np BR) 
二 和 十 -十 后 站 
再 由 ai ，… en 线性 无 美 ,所 以 
%1 三-…= 如 二 人 
此 芭 记 ,所 为 外 的 一 组 基 . 
多 ea 和 四, 则 
2= 几 记 + 
旬 (ae) = 月 旬 有 )+ 二 ev 有 
即 证 pp -! 是 图 的 不 蛮 子 室 间 . 
617.! 华 中 师范 大 学 ,2001 年 ) 设 ?是 数 域 P 上 的 线性 空间 ,se 是 站 的 


线性 变换 ,o 在 基 ，… ,eye :0 ye 下 的 拭 阵 为 [ 。 三 ] ,其 中 


从 1 “和 ]7 Br+1 必 1n 人 4 
4=| : :有 时 = : : |,C= 
四 寻 人 


在 H ””” 嫩 rr 如,ry1 mrt] ur 
全 于 开 [E 0 成 = 瑟 Er 1 E 


(证明 :1 是 = 的 不 变 子 空间 ; 


高 等 化 数 邓 解 畏 粹 


(2 万 是 e 的 不 变 子 室 间 的 条 件 是 什么 ?再 说 明理 由 . 
证 !]) 由 题 设 有 
「 = aigi 十 二 


开 | = 本 15 十 

时 站 入 P , 则 月 = 司 Et 十 “5 ee, 由 于 切 是 线性 空间 ,所 以 

肯 = 币 嘴 |E + 二 此 oe 和 和 

即 证 册 是 = 的 币 变 子 空 间 . 

(2 可 证 凡是 = 的 不 变 子 空间 的 条 件 基 好 =0. 

当 有 =0 时 , 则 类 似 宇 (1 的 证 明 有 

世 = 喇 irr 人 4 二 grrlEn 人 
4 = 二 Er 十 Geen 和 六 

号 7 和 入, 则 7= 可 ii 十 了 EL ， 

二 

妈 内 是 =- 了 于 空间 . 

再 当 8z 关 0, 比 如 存在 az0, 则 

八 c41= 站 ly4161 十 十 人 rrylE 全 人 也 

苦 关 .,E 及, 细 . 

号 :1 二 喇 :15e1 二 3 必 

Er1= 8rt1E1 + 十 生 +1r+1Er+ 1 二 十 本 rr1 芭 一 宙 1E 1 十 十 
SuEn 凶 ) 

而 al 天 0, 且 sen 线性 无 关 , 丰 ,1 只 能 有 一 种 表示 法 ,但 锋 式 说 
明 有 两 种 表示 法 , 矛 技 

1 色 ,但 Er 和 Tz- 

这 说 明 妨 不 是 e 一 子 空间 ,从 前 证 本 : P 是 一 子 空间 的 充 要 条 件 是 
吾 = 史 0. 

618.【 华 中 师范 太 学 ,199% 年 设 z 是 * 维 线性 空间 了 的 一 个 线性 恋 
换 , 乌 , 太 是 Y 的 条 人 生子 空 间 , 且 下 = 内 四 内 ,证 明 :e 是 可 道 变 搞 的 充 赛 条 
件 是 下 = ah 中居 . 

证 …Y= 且 遇 有 丰 , 取 cp, 年 汶 帮 的 一 组 基 , 再 了 权 mrslvyen 为 凡 
的 一 组 基 . 那么 clayarsi…o 为 了 的 一 级 基 , 上 

Ga =Te et 也) 


高 等 代数 再 和 韩 畏 粹 


先 证 必要 性 , 设 r 可 着, 那么 上 可 道 ,由 旧式 知 匆 14a ,4 如 jj = 秩 4 
二 此: 


从 而 ;ee 也 是 Y 的 一 组 基 ,那么 


『= dd 二 站 于 可 网 
四 六 = 了 (or = 也 1 
ET = aa = 局 


由 全 ,号 ，- 入 = 5 仿 四 于 2. 
再 证 充分 性 , 设 『 了 = of 四 oa ,但 
似 一 也 ,ar 六 = 二 (ar 


0 了 风 = 了 
了 = ol 1 币 oh， 

王 (1 

= 了 ea ) 志 
中 = 二 moFi + 本 mr 人 = 秩 | omy| 出 


由 出 知 ml ,oo 线性 无 闫 

再 由 全 知 , 秩 4=md 可 六 ,从 而 = 可 闭 。， 

6 和 9.{ 南 京 大学 1 设 革 是 复数 域 下 上 的 维 线性 室 间 ,了 为 工 的 任 一 
线性 变换 .求证 :属于 间 一 特征 值 的 全 体 向 量 注 上 避 成 为 二 的 一 个 子 空 间 ， 
属于 不 同 特征 信 的 全 体 向 莉 , 添 上 0 不 能 成 为 工 的 一 个 子 空间 ， 

证 (1) 设 1 是 了 的 特征 值 , 令 

腥 | = | al 了 = ancya 反 工 . 

0OE 仇 , 儿 | 非 室 . 

Ya 月 和 ,要 上 E 下 , 刚 

卫 =hoay 中 有 = Ap 

Tt+ 有 =Aotet+ 有 e+ 及 全 尽 |， 

也 起 ) = 订 = MA0 训 1) 大生 耳 )， 

此 即 证 惠 ) 是 区 的 子 空间 . 

(2) 设 1 1; 是 卫 的 下 个 不 同 特 征 值 , 令 

本 =|aezl 和 = 或 了 机 = 加 |. 

用 反 证 法 , 若 下 是 工 的 子 空间 , 现 取 ,8 都 趟 是 0 下 

下 =Mia 妆 =129. 

但 ar+8c 放 , 则 n+ 昌 满 足 

Fa+ 避 =ata+ 有 或 Fec+ 用 = 和 afa+ 月 . 

当 了 oo+ 有 =fa+ 身 时 , 则 


高 等 代数 是 幸 精 粹 


六 导 丰 于 昌 ) = 人 GT 有 = 下 陷 = 由 1 在 十 由 3 由 . (aa) 有 = 昌 ， 

8z0…5=Az 耶 盾 , 故 了 e+ 有 =Aga+ 有 不成立 ， 

类 似 可 证 T(z+ 有 负 =Aa+ 且 也 不 成立 . 矛盾 . 从而 得 证 琅 ; 不 是 蕊 
的 子 空间 . 

620.1{ 华 中 师范 大 学 ,1993 年 ) 设 se 是 线性 空间 的 线性 变换 ,e 的 特 
征 案 项 式 


下 1 = 人 人 
其 中 刷 关 ( 产 记 = 1,2,…，,5 设 
Kerfe- Xman=leEkylc-4nmm=0.7 是 恒 等 变换 | 避 


{) 证 明 : Ker(a -4 关门 Rerfte- 2175= 101, 人 关门 ; 

(2)? 利 用 (时 证 明 :e 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 线性 无 闫 的 . 

证 ( 生 国 为 六 天 轴 , 所 以 

(人 一 太太 和 ) = 

从 而 有 stata -Ant+aAICA 一 总 =]， 

Of 一 了 = { 动 

gpE Rerto-ar 站 Rerta-ao)5, 出 

{e 一 各 站 鹃 = 页 门 咏 = 让 

由 号 得 

且 = 了 = 丰 人 GTUCrKG 一 站 明 = 

ra 站 re = 10|. 

(2 任 取 汶 相应 的 特征 向 量 oj ,oa 下 证 它们 线性 无 关 , 今 
XI161 二 十 二 站 (起 

再 令 上) = 1 ,那么 CGO)n) 1. 

从 而 存在 ga ,ita)E Ps] 有 

BA + 页 AAA =]， 

(aa -他 )= 二 全 

人 

但 m; = ai , 即 

《一 人 ai 人 ona 一. 

出 疙 有 

目 = 有 zjai， 

但 外 eajam=Q (1 天门 


舌 交 


高 葡 代 数 题 解 铺 和 粹 


因此 用 gfe)j5(o) 作 用 @@ 式 两 边 ,注意 @@ 式 有 

(下 Je 人- 

再 由 雪 式 有 

xi = 昨 ， 上 一 丰 - 

由 ; 的 生 闪 性 ,可 得 

一 

此 即 al ,… ,ww 线性 无 关 . 

621 (浙江 大 学 ) 对 线性 空间 了 ,有 线性 变换 a 的 不 同 特征 根 144,…， 
不 的 相应 特征 向 量 , 若 月 e+ … + 从 皇 丈 ,而 多 是 e 的 不 变 子 空间 . 求证 ， 
华 的 维 数 汪 天 . 

证 市 e+…+ 枚 和 且 ,以 下 刺 是 玫 一 子 室 间 . 

TAI+ + 贡 
如 Aife+…+eaE 丙 
二 


= 人 Ma 一 4th62 二 + 一 和 证 -人 

再 用 az 作用 有 
(2 一 Aiaaez+ di- 二 惠 ， ( 革 

钙 - zx 中 得 


《ai 一 aa 二 二 [了 - 
这 样 继续 下 去 ,从 而 可 得 (和 -和 并 本 一 -JasE 下. 
… 邱 、 
再 有 (at+ 二 ai 一 十 =e+ + 上 -1E 下 . 
仿 此 下 去 ,可 得 
相反 负 人 = 132, 天)， 
将 不 同 特征 值 的 特征 向 基线 性 无 闫 ,又 民 al; en)C 轴 
… 维 矶 > 维 也 (aob) 一 直 . 
622.{ 南 京 大 学 ) 铀 了 为 上 防 复方 阵 所 成 线性 空间 到 复数 域 上 的 线性 
函数 , 且 对 一 切 上 阶 复方 阵 4, 刀 都 有 
有 45) = 乒 而 ). 中 
试 证 ; 必 有 复数 ga, 使 对 任意 阶 复 方 阵 下 = fg 有 有 


PC) = 三 司 
证 …AO)= Ko+r0 = 大 or+Ao)， 
0) = 0. 


高 等 代数 赂 解 精 入 


其 中 志 式 左边 揪 号 中 0 为 mnxnm 堆 拭 几 ,而 右边 的 和 是 数 0， 
设 号 ,; 为 ( 的 元 为 1 其余 元 素 均 为 收 的 二 阶 方 阵 ,那么 
局 下 = 辐 r(=]2 mb 


玖 有 y=0， 人 天 用， 

由 志 有 

所 机) = 所 晤 而 ] = 扰 机 )= 扰 二 = 有 0 人 天 站 ， 
再 因为 

汽 呈 1)s 扎 正门 所 下 31 下 12 = 所 百 22) 
类 似 可 证 得 


所 加 = 所 Ee)= = 所 机) 

在 外 中 仿 = 上 扩 品 ), 则 

所 号 二 人 = 

YC=( swxn* 则 

6=. 交 6 让 

出 于 了 是 线性 函数 

= 太 6 西 ) = 2 

人 3. (四 川 大 学 ) 设 mez 是 数 域 记 上 的 m 维 疝 量 空间 YY 的 线性 变 
换 , 证 明 : 

(六 对 aeEY, 存 在 正 整 煞 大 二 二 ,使 

且 =Easea 起 -1a) 

是 对 c; 的 不 变 子 空 间 ,并 求 m1 下 在 四 的 基底 下 所 对 应 的 矩阵 ; 

[27 mertel 等 度 ,c; 等 度 | 生 eloa 车 麻 过 o 霍 麻 + 5 零度 . 

证 4 由 于 了 是 纵向 量 空 间 , 其 而 ma+ 1] 个 二 维 向 量 一 定 线性 相关 ， 
即 ECe 天 0, 否 则 到 = 1 无 基 可 言 ) 


让 IC 他 
一 定 线性 相 美 ,因而 从 < 开始 .一 定 存在 开拓 站, 俩 
eolay 二 -1a 地 


为 山 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 , 今 
妥 = 呈 aaa 四-1a 
下 证 不是 et 的 不 变 子 空间 .YY BE 全, 刚 
月 = 而 姻 二 有 可 下 十 大 
雪 = 而 加 十 帮 呈 aa+ 二 er 


高 将 代数 时 角 精 和 祥 


由 于 中 与 @@ 等 价 , 吧 可 由 全线 性 表 出 ,从 而 也 可 由 办 线性 表 出 ,… 朋 饼 


下 ， 
ar 外 = 大 , 且 wo 时 -ta 为 多 的 一 组 盐 . 
其 次 
1mfa)=orkejyacE 友 - 鲜 
不 难 求 得 


0 0…0 mo 
人 


ggfayoai 抽 -ie)=faszie my 嘎 -1a) 
0 01 加 

其 中 四 18( 叶 -1e)= 息 cE 不 , 且 

咕 a = moa+ 夯 10 十 mi 1 二 -la， 

则 声 式 右边 竹 阵 即 为 所 求 cl 在 处 基 王 的 乱 阵 . 

26 零度 = 看 mkerrl = nm- 秩 是 1， 

co 零度 = - 秩 4 

其 中 4 和 = 1 人 为 在 了 的 某 一 组 基 上 日 ,…, 忆 下 的 托 阵 ,由 矩阵 秩 的 
蒋 系 式 知 

秩 4 + 秩 4- is 秩 (4d42) smini 秩 4, 秩 如 |， 

可 得 

marlm- 笠 4n- 秩 4slsnr- 秋 ddsfn- 匆 碳 )+r- 秩 4) 

此 即 

maxr ol 零度 ,om 等 度 | 二 clca 等 度 达 ol 零度 + om 零度 ， 

624, 人 北京 师范 大 学 } 设 ,四 是 数 域 尺 上 有 限 维 向 量 空间 .六 一 多 
是 一 个 线性 映射 , 令 Rery 和 ji 分 别 表示 了 的 核 和 象 ,如 

Er= ft 人 YI 态 雪 = 时 |， 
= | 访 雪 1pET 

证 明 : 盔 mY = 面 af Keep + 丰 m( oa 门 . 

证 设 西 of = ,并 李 它 的 一 给 直 ai 册 扩 杰 为 了 的 一 组 
基 . ee 如 :其 中 疾 = 十 nF ,那么 

8 = 下 所 Ge 

= 中 0 全 
下 证 ”大 巴 相 入) 线性 充 关 ， 念 
mo 


襄 吉 化 数 是 名 精 樟 


剧 卢 z ,wiid+… 寺 xs)= 人 0， 
re 

从 而 

+1Gr41 二 十 Wan 二 有 富士 十 上 ar 

此 央 

有 io 二 

由 于 za 线性 无 闫 ,所 以 

丰 三 = 

此 即 有 = …= 加 =0: 即 证 产 w 天 上 ) 线 性 无 关 ， 

II=m-r=a- 直 ntRer. 

移 项 后 有 

pr + En =m= nr. 


625. (北京 师范 大 学 } 给 定数 域 证 上 有 限 维 向 量 间 : 内 , 几 ，…， 玉 ， 


多 ,其 中 和 内 = 所 := 掉 是 替 空 间 , 线 性 映射 
站 
满足 条 件 Ke ,= jp (=01;…a- 生 
证 明 : 三 (- 1)iain 卫 = 人 
证 ”由 上 题 知 
di = 二 n+ UP ， 
= 吕 nP(CREJ + DRe IT) (= .21)- 
从 而 有 
而 mi = dp) + 古语 态 )， 
三 = 下] Ter)， 


di = in ) + (Pi ) 
把 上 面 第 : 个 式 子 乘 ( - 1] 六 ,两 边 相 加 特 


号 (- 1 dm =《- 1 


由 于 十 人 = 是 ( 呈 ) + ar) ， 
而 = 上 | ,Km = 19j ,由 国 式 有 
矶 mm( Ar 及 ) 二 0 


高 尊 代 数据 解 精 入 


再 由 于 
5 有 = 拉 |， 
2 
将 加 ,加 代 人 四 

二 -Tian =0. 
626.( 砷 门 大学) 设 了 为 线性 空间 ,及 ,是 了 的 线性 变换 ,满足 
【1 = 下， (= 不 ]， 
t27F 天 = 从 直 )， 
证 明 ; 

了 = 由 户 了 由 … 引 友 国有 太 (9) 
证 ”用 数学 归纳 法 证 明 . 当 *= 1 时 ,由 假设 知 姜 = 三 
那么 由 P372 第 $95 题 知 
= 万 耻 申 放 区 的 ， 
即 心 式 成 立 . 
归 商 假设 结论 对 5 -1 成 立 , 即 
7 = hi7 曙 四 /9 有 (Oo)， 

再 讨论 * 时 , 令 叉 = 三方 5(0) ,那么 可 证 

要 = 了 吧 旨 中 广 (0)， 


上 MP = 广 !(9 门 到 己 多 . 
是 站 aoEF 有 ,由 于 所 =001 产 3) 
ay = 自 (= 1 2) 一] ) 


56(eOE 六 Oo) = 克 


此 即 大 惠 C 到 
由 全 ,@@ 有 + 月 广 K0)C， 
再 证 8 站 CI 方 !(0)) = 104， 
veEAHBnICNA(o), 则 


人 


高 等 代数 是 香精 往 


-as 天 (= 芭 (a)=0 
从 而 得 证 忆 式 

由于 daW > dg 到 + dm(1(0) 门 贾 ) = 帮 刺 + 故 (人 太 (0)) 国 
让 驰 , 呈 , 时 即 证 号. 

再 证 大 村 = 扰 Y 已 
显然 有 /本 C jy 履 
友 立 ,中 /ETY ,其 中 ae 由 地 式 有 

他 三 嫩 十 和 十 十 及 

其 中 miEAjY (=12…s-D,BE 骨 万 (0) = 罗 , 那 和 
fai=0 人 CT=12 5-])， 

-Jr = JE 

这 就 是 .APCF 权 必 
由 由, 和 曲 即 证 昌 , 将 号 ,加 代 人 四 桂 

” = 不 了 四 一生 AIF 息 理 


= hyY@…BAY@UeBH 方 (0)) 


= 万 Y@@……@AY@T 0) 
即 证 结论 对 s 也 成 立 , 从 丽 结 论 对 一 切 自然 数 * 成 立 . 

627.【 山 东 大 学 ) 设 厌 *) 在 数 域 尺 上 二 丈 专项 武 ,在 天 内 有 互 异 的 根 
432: 是 整 域 由 上 线性 空间 工 上 一 个 线性 变 搞 ,ca 基 熙 用 ar 天 妈 下 二 汶 单位 
变换 ). 且 满 足 片 rc) =0. 证 明 x; 与 *: 是 r 为 特征 值 , 而 了 于 可 分 解 为 属于 
za 的 特征 子 宝 间 的 直 和 . 

证 不 失 一 般 , 设 

和 二 【2 
那么 
Ha = da- 了 Da 站 = 小 全 
由 于 = 子 xz 岂 从 而 存在 ,使 月 = (fa -2 六 关门 

扯 tec -如 六 8=fo-ainmfa- 志 有 门 可 = 

= 2 有 

即 证 %, 是 = 的 特征 值 . 

类 做 可 证 吕 是 o 的 特征 值 . 令 


站 = leETYI = 妇 吉 |， 


高 豆 代 数 画 解 精 蛋 


内 = |a 和 Te = 22e- 
下 证 天 = 了 友 + 内- 
显 热 有 全 + 卫生 工 ， 

二 E 工 ,于 人 么 


6 -一 一 (26 一 (站 E=m+as， 晶 
训 | 一 雹 了 


交 | 一 克 2 


全 曲 


其 中 am = 贡 (7- me,azsz Co- %] 有 去。 

那么 (ec - wai=0,(i=1,2)， 

oil = WaifE= 2)， 

此 即 训 后 下 全 = 二 2 从 而 由 二 式 有 和 而 + 所 ,此 即 证 

上 尼 信 二 多 后 ) 

由 场 , 全 邑 证 全 . 

再 证 再 自 玉 = 扣 |. 已 

时 车 后 同门 帮 , 央 有 后, 人 E 把 ,从 而 -和 和 访 , 那 么 0= 攻 +1-16 人 

但 质 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 线性 无 关 的 ,从 而 有 亿 式 必 有 六 =0， 

由 声 , 地 得 证 天 = 三 四 叫 . 

628.| 华 中 科技 大 学 ) 设 了 是 线性 空间 了 上 线性 变换 ,了 的 核 记 为 
er 了 ,了 的 象 记 为 in7. 

(1 证 明 : 


1 二 JrTECEARE 下 CC er CE 路 
本 局 ) 
(2) 若 7 了 是” 维 线 性 空间 ,证 明 : 存 在 正 整数 上 ,使 得 后 "天 = Rerfr 1 国 
并 证 明 , 对 一 声 * 关 工 的 整数 有 

天 er = er 节 ) 
(3) 若 是 na 维 线性 空间 ,证明 : 

Y= 琴 开 四 天 rr 末 避 
证 (1) 要 证 吕 式 ,只 可 证 本 : 
rr 2 地 


即 可 ， 

YaE er , 则 和 (el=0 ie=T(mmfa))=7(0)= 小 
ac Ker7 ,此 即 加 成立, 从 而 生成 立 . 

要 证 他 式 ,只 希 证 明 ， 


高 普 代 获 题 昔 畏 赫 


PIC (rs=1,2…) 二 

即 可 . 

YAE 太 1, 刚 存在 十 ET 使 

有 B= 了 iTBI = 站 (四 )E 世 

从 而 名 式 成 立 , 所 沁 四 起 成 立 ， 

(2 由 上 耐心 式 有 

HErT 二] 二 Er 二 

由 于 了 是 有 上限 维 ， 而 rf Er 是 常数 , 旦 维 数 赴 能 为 负 , 因 此 二 式 不 能 
无 限 不 等 下 去 ,从 而 一 定 存在 正 整数 下 ,使 


dnf Er 全 = der 和 +， 避 
但 了 er 形 必 天 :1 者 
由 地 , 惊 即 证 

Keri = ri 

此 即 镶 成 立 . 


再 用 数学 归纳 法 证 吉 由 式 ,显然 当 := 1 时 结论 成 立 . 归纳 假设 铺 论 对 
ss 一 ] 成 立 , 即 


大 er 和 = Ar 修 
再 证 天 时 
Jr 和 = 和 电 
Y RE 和 er 下 ,出 


0= 下 + 虽 = 天 :7 7) 

-EReTr0 -DR 
BE 

此 即 Rer 玉 + 人 天 于， 他 
巾 世 , 代 

本 

即 对 * 也 成 立 , 从 而 二 式 对 一 切 正 整数 :成立 . 

(3 再 证 三 球门 Er 下 = 个 |， (各 
其 中 在 满足 由 式 

好 下 后 夺 天 门 呈 条 ， 

则 = FaB,BEY, 夺 Jia=0. 

.… ie = 科 的 =0， 

从 而 BE ArT2t = 了 天 


aa= 9=0， 


高 毒 代 歼 题 堤 精 粹 


即 证 曲 式 . 
由 于 开 是 Y 的 线性 变换 , 刚 
HH = 站 = 者 mr) 
= 本 站 (玉生 征 天 ) 
伍 历 开 币 大 各 二 下 
由 昨 , 昨 
了 = 下 轴承 r 估 . 
629. (第 三 局 全 国 大 学 生 数 学 要 专营 ) 设 姜 : 廊 , 五 是 钱 持 空间 
Ge 
是 钱 性 有 映射 . 试 证 : 
厨 me + 本 Ce 厂 ))+ 加 忆 
证 设 丰 LI = 而 = 上 本 = 而 , 且 避 ea 
六 .分别 为 辣 ,五 , 蔬 的 一 组 村 , 并 设 线性 观 射 ,8 在 要 应 基 下 熄 阵 为 4 和 
如 , 即 
afol = 疝 ， 忆 ) 了 3， 办 
所 局 = 二 
其 中 五 为 mxs 眶 阵 ,4 为 丈 xm 上 矩阵. 
at 了) BE 分 别 表 示 值 域 ， 
mafL)= 秩 日 由 mL = 和 铂 4 
Biatai oa)] = 有 L(CB 及 ) 有 8] 
=[ 克 遇 … 记 用 吾 = 《入 玉 六 43)， 
BCaD= 秩 (445). 
因此 将 要 证 的 合式 变 为 
秩 只 + 秩 4 二 秩 (4B) + n， 中 
而 这 就 是 已 知 为 Bloeser 公式 { 见 P153 第 292 古 )， 
630.( 北 京 邮 电学 院 ) 4 ,中 是 线性 空间 中 中 线性 变换 , 设 下 = 4 ， 户 
= 了 明 , 证 明 :4 与 下 有 相同 值 域 的 齐 要 条 者 是 :4B= 盏 ,1 = 4， 
证 ” 先 证 必要 性 设 47,= BF 
必 eE 由 Ed = 中, 存在 38EHY 使 
dz= 目 ， 
Bda = 慌 8= 肛 = 如 ,由 任意 性 24= 14. 
业 似 可 证 4B3= 史 ， 
绸 江 充 分 性 , 设 4 了 = 日 ,到 = 44. 
时 拓 4, 则 各 = 引 d 如 6 此 即 47 CR 


印 马 


高 普 代 数 其 解 畏 梓 


荣 似 可 证 88 Gd 人 ， 

4 由 = 且 . 

妇 1.( 华 中 科技 大 学 ) 设 xm 矩阵 下 =44= + 相 二 上 机) 

秩 4= 黎 4+ 秩 4 如 +…+ 秩 水 ,证 明 : 

= 

有 = DSS 六 2 

证 令 站 = 产 , 那 委 

4 人 疝 II 二 

… 维 4 = 秩 4= 秩 4+…+ 竺 机 = 维 4IY+…+ 维 如 7 

艺 维 (4Y+ …+ 机 凡 泣 维 (4 )， 

… 维 4= 维 [4 六 +…+ 维 (机 站 = 维 (4 FF+…+ 丽 呈 

由 心 ,由 得 

47 = 直 T 由 4 图 … 币 机 于. 

取 下 的 一 组 基 ei:s2 ,6 , 刻 

7= (CeyyEz， en ， 

.4 了 = 1 

4 和 全 46= 四 ,PE 

46i = 朋 = 如 BRB=4( 角 )= (而 + 人 + 本) 棚 

= (41+ + 有)4Bi= 是 IdEi 十 十 用 和 十 二 44 天 

0= 44 (机 全 

由 多 式 直 和 的 霍 向 量 分 解 唯一 ,所 以 

ME = 和 《本 天 让 

由 了 的 任意 性 几 4 二 昌 《天 站 

再 【 妇 - 4)e=0, 由 的 任意 性 ， 

1 

632. [武汉 大 学 ,1998 年 ) “ 表示 复数 域 , 盾 ,(C) 表 示 全 体 xm 复 上 
阵 的 集合 ,在 拖 阵 加 法 与 数 科 矩 阵 运算 之 十 , 村 (C) 是 复 向 量 空间 , 4 = 
(arjnxn: 7Td = 三, 称 为 4 的 迹 , 证 明 : 

(TD) 栈 射 和 谷 : 村 (0.4c 开 (4) ,是 线性 蚁 射 { 即 满足 下 (4 + 忆 ) = 
T74 + 下 日 ,他 (4) = Di 

(引领 画 表 示人 ,六 元 为 ], 其 他 元 为 0 的 叶 防 方 阵 , 册 

有 TSEm 与 一 有 ,2sisP 守 


作 和 四 已 


高 葡 代 数 题 解 精 神 


一 起 枸 成 线性 艾 射 芽 的 核子 室 间 的 基底 ， 
证 (DYVA=(ajsxs 昌 = (Jocwtcl YeeC, 出 
有 + 县 = 【人 + 由 加 ai 
全 1 下) = (fei 二 Teao+ 古 Ta 二 由 有， 
人 (md)= aail+-…+aas 一 eal+an+T +)= 7， 
也 是 线性 有 映射 . 
{2)} 令 时 = 人 -10 
… 当 1sixjsa 时 ,TB =0,… 吕 全 村 
下 [ 喇 | 一 下 让 = 全 下 一 第 古 = 一 1= 促 (2 二 工 芝 呈 ) 
一 下 世 帅 . 
再 证 店 量 组 澡 线 性 无 关 ” 仿 
己 旺 硬 + 号 (Bi - 品 )=0， 

中 
局 

各 1 和 

有 
即 证 它们 线性 无 关 ,这 些 向 量 个 数 共 有 
ie D= 下 是 + -1. 


一 此 + 下 一 


又 “四 -10) = 好 | 下 


从 而 得 证 向 量 组 中 为 核子 空间 刘 -10) 的 一 组 基 . 

633. (北京 大 学 ,1999 年 | 设 ,1 分 世 是 数 域 玉 上 nm 维 ,m 维 线性 空 
闻 ,4 是 ?到 如 的 一 个 线性 呐 射 , 即 4 是 了 到 忆 的 映射 , 且 满 足 : 

aa+B)= 各 +,Va,BGY 

则 (各 )= 昌 几 GT. 大 天 

令 JEMdz=|aETYlda =0Rer4d 是 4 的 核 , 它 是 了 的 一 个 子 空间 ,用 
id 表示 二 的 象 ( 即 , 值 域 

[1 证 明 : 而 nr) + fd) = 而 Fi 出 

(2 证 明 :如果 dy = n0, 峙 4 是 单 射 当 且 仅 当 4 是 镀 射 ， 

证 “日 设 证 rd = r1) 若 r=0. 取 了 的 一 组 基 ai pa , 则 4 dr， 
为 了 的 一 组 基 . 关 为 令 

此 da 十 二 站， 


丙 


高 等 代数 电解 精 林 


昌 ( 和 G 十 十 下 ao) = 站， 下 十 二 下 rd4= 10 
= 线性 无 关 , 从 而 为 了 的 一 组 替 . 

CC 下 

严 jd 1 = 了 ,nd = 旺 mF 

从 而 忠 式 成 立 ， 

2) 当 rr=a 时 ,jd= 10| ,这 时 中 式 也 成 立 . 

3) 当 0<r<ia 时 , 取 谓 ,…… 吕 为 Kerd 区 一 组 基 , 再 扩大 为 了 的 一 组 基 


了 = 下 


四 

下 证 最, 由 煞 性 无 关 . 售 
+ =0， 
Ti 

几 及 1 二 如 由 Erd = 后 

局 1T 计 

由 表示 法 唯一 . 

= 二 

即 证 48 .4 线性 无 半 . 

4 = 

中 = 硬 mF= Tt [下 了] = 二) + 而 jid)， 

{2 设 而 = 而 m5 = nm 

先 证 必要 性 . 设 4 是 单 射 , 则 由 mf Rer4)] =0. 
= 性 RdC 

… dd= 也 , 即 证 4 为 满 射 . 

再 证 充分 性 . 设 44 这 满 射 , 限 jd = 中 … 二 mind) = 
二 md) =0. 即 证 瑟 o4 = 10| ,二 为 单 射 . 
634.( 武 汉 大 学 ,1997 年 设 4, 好 都 是 nxnm 复 矩阵 ,上 且 外 = 型 ,证 


明 : 有 一 个 非 零 的 ” 维 向 量 既 是 4 的 某 特 征 根 的 特征 向 量 , 也 是 中 的 某 特 
征 根 的 特征 向 基 . 


证 到 一 个 * 维 线性 空间 Y, 再 取 它 的 一 组 基 ea, 作 两 个 线性 变 


换 es,r 如 下 : 


GEI Eu) [ErE) 
《有 . 
由 于 委 = 网 ,…m= rp. 
设 如 是 4 的 某 一 特征 值 . 令 


南 葡 代数 题解 精粹 


W = |e 丰 下 mo= An ， 


则 外 是 e 的 不 变 子 空间 . 

下 证 由 也 是 的 不 变 子 空间 ,Y GE 内 则 号 = NE. 

gf = = AoE)= AKC 奏 ) 

了 

由 于 取 , 是 = 的 不 变 子 空间 , 记 ra = mr 在 伐 数 域 上 mo 必 有 特征 俯 
产 , 即 存在 非 零 向 量 二 内 使 10C = Far - 

= 

而 z 扣 及 = 0a， 

635.{ 北京 大 学 ,1993 年 ) 设 ?为 数 域 亚 上 am 维 线性 间 ,4 和 呈 为 线 
性 变 且 业 足 由 = 副 , 又 设 1 是 4 的 一 个 特征 值 , 财 

(DDN= fc 和 TI 存在 正 整数 亚 , 使 (4- aoE)sa =0l 是 生 的 不 变 子 空 
间 ,其 中 旦 是 单位 变换 ; 

(2) 允 也 是 达 的 不 变 子 空间 . 

证 《1 首先 车 gx) ,天 2 和 忆 <], 则 有 

所 4 ) = 有 ( 昌 所 4)， 心 

REE& Po , 则 存在 mm 寺 请 , 持 

( 骨 一 AIE= 人 ， 

那么 由 号 短 

(4 - j0 严 ) 必 由] = 4 间 - Mn 克 ) 叶 = .40=D. 

-ET 

即 证 mo 是 凤 的 不 变 子 室 间 . 

(2)… 晤 = 融 则 YXx)EP[x], 可 证 


扰 4) 卫 = 旺 (4). 声 
由 zE& ao, 则 存在 和 凡 ,使 

【一 - 癌 王 ) 呈 一 站， 

别 由 世 

(~ 0)Ba = 晤 ( 生 -hn 严 ) 到 = 肛 (0) = 

本 


此 即 多 是 号 的 不 变 子 空间 . 
636.[ 上 海 变 通天 学 ] 4, 吕 是 数 域 忆 上 两 个 mn 阶 方 阵 , 旦 上 = 届 , 及 
存在 一 正 整 数 ,全 本 =D0. 求 讶 ;14+ 旦 | = | 忆 |， 


商 葡 代数 题解 精粹 


由 48 = 耐 ,所 以 存在 可 道 阵 了 


由 1 亲 严 ] 区 
了 -147= ， 了 -87= “. 起 
0 1 中 


Pi 
其 中 略为 生 的 特征 值 ,Ar… 记 为 旦 的 特征 值 . 


由 于 粳 =0,…4 的 特征 值 均 为 0. 由 十 知 
性 理 

rc| | 
站 站 


YA4+ 盏 ) 了 = 二 外 


0 Fn 
让 心 ,名 两 边 取 行列 式 可 得 
[ 呈 | 二 瑚 ] 2 Pen 二 14+ 瑟 |， 


过 ， 和 


第 八 章 1 算 阵 


$1 不 变 因 子 ,行列 式 因子 、 
初等 因子 和 最 小 多 项 式 


【考点 综述 ] 

1. 惫 (1 如 果 在 ,一 矩阵 4() 中 ,有 一 个 rfrzD) 级 闻 式 不 为 替 , 一 切 
r+ 1] 级 子 式 全 为 零 , 则 称 4(A) 的 秩 为 r, 记 为 芍 (4f1)) = r. 

12) 若 404 =0, 称 秩 (404))7 = 和 0. 

(3) 若 4 是 na 级 方 阵 , 鹤 ( 玉 -4) = 

2.4 和 矩 中 之 着 (1) 若 4 是 xnu 和 矩阵 , 若 存在 阶 矩阵 BA) 合 

4(4) 吾 (= 旦 (AAA) = 

出 称 4( 4 是 可 着 的 ,并 称 中) 为 414) 的 逆 ， 

24 可 道 史 14(A) = ce 下， 

3.(14 拭 阵 的 厢 等 变换 ,下 面 3 种 变换 都 称 为 初等 变换 

( |) 交换 两 行 (或 列 ); 

(ii 用 非 警 常数 乘 算 阵 某 一 行 (或 列 ); 

《前 ) 用 算 贬 某 一 行 ! 或 列 ) 的 24) 售 加 到 嚼 一 行 [或 列 ) 上 去 .， 

(2) 初 等 1 矩阵, 下面 3 种 na 阶 方 阵 都 称 为 声 等 4 此 阵 

(PE 门 ; 

【ii PECcD3 

{ 前) 了 严 [所 人 2)]. 


高 玖 代数 题解 精 四 


(3) 用 初等 1 炬 往 左 委 { 或 右 乘 ) 某 矩阵 相当 于 对 这 惩 阵 作 一 次 行 (或 
列 ) 蛮 搞 ， 

{4)47A) 经 过 若干 次 初等 恋 搞 变 为 BA), 刚 称 4 与 BA) 等 价 . 

4. 史密斯 (Si 标准 形 

(14 是 下 xpn 和 矩阵 , 且 秩 40A)=r, 风 40) 可 经 过 若干 次 初等 变 
换 变 成 


可) 
不 (2 
有 
1 
形状 ,部 存在 下 阶 可 赣 阵 Pa) 和 am 阶 可 逆 阵 如 ax) 使 
而 (AI) 
PCU4CODOUD - 罗 个 


0 

其 中 古人 1) 的 首 项 系数 为 1 (=12 mr 且 

友人 

并 称 定 式 右 端 为 4(4) 的 虫 密斯 标准 形 , 且 标准 形 是 唯一 的 . 

《2 在 上 述 史 密斯 标准 形 中 

机 1) 本 04) 和 (4 

称 为 4(14) 的 不 变 因子 . 

(3J4E 严 5, 扑 = 1 有 -下风 天 说 = 四 (二 人 

5, 行列 式 因 子 

( 届 度 1 乱 阵 40x) 的 称 为 ,对 于 正 整数 站 ,1<sks<r,4(1) 中 全 部 《级 
子 式 的 首 项 系数 为 1 的 最 太公 因 式 , 称 为 4()) 的 站 组 行列 式 因子 , 记 为 入 
(41). 

(2) 行 列 式 因 子 与 不 变 因子 的 关系 ” 设 秩 (4fA)) = ”, 则 


高 等 代数 题解 精粹 


BDI) = 由 人) 
Dataul = 耐 (1 直人 
下 1 = 下 人 机 (1 
且 慌 方 唯一 确定 . 
3) 两 个 4 矩阵 等 价 的 这 要 条 件 是 具有 相同 的 林 变 因子 或 具有 相 阿 的 
香 级 行列 起因 子 . 
6. 初等 因子 
(1 把 矩阵 妆 - 4 的 每 个 次 数 大 于 肘 的 不 蛮 困 子 分 解 成 互 布 相同 的 一 
次 因 式 的 方 午 的 科 积 ,所 有 这 些 一 次 因 式 的 方 蚕 (相同 的 必须 撤 出 更 次 数 计 
算 ) , 称 为 4 的 初等 因子 . 
2 二 ~- 瑟 -4 与 嫩 - 旦 等 价 ， 
【334 ~ 有 1 直 - 玫 与 委 - 旦 有 相同 的 不 变 因 子 ， 
《414 ~ 百 c 生 -4 与 这 -中 有 相同 的 行列 武 因子 . 
(5)4 ~ Be4 与 中 有 相同 的 初等 绒 子 . 
【6) 落 和 -4 等 价 于 对 角形 1 矩阵 . 


具 开 ) 
4 -| < 
如 《4 


其 中 态 14) 首 项 系数 都 是 1, 那 么 将 上 (1 分 解 成 互 不 相同 的 -~ 次 因 式 
的 方 蹇 ! 相同 的 按 出 现 次 数 计 算 ) 就 是 4 的 全 部 韧 等 因子 . 

7. 最 小 多 项 式 

{U 设 4E 天 "PRLx] 中 次 数 最 低 的 首 项 系数 为 ] 的 以 4 为 根 的 过 项 
式 , 故 为 4 的 最 小 多 项 式 , 记 为 四 (11)， 

{2) 征 孟 4 的 最 小 密 项 式 是 唯一 的 , 且 若 gf4) =0, 则 下 人)1g0N) 


几 
(3) 设 坝 -| 2 jamaama mit 分 别 为 上 的 最 小 多 项 
此 


式 ,mf(i) 为 过 的 最 小 多 项 式 则 

at =TnafAl mana ymtA)] 

(4) 设 4 户 *”, 则 mm(A) = 二 人) 即 4 的 最 小 丈 项 式 是 4 的 最 后 一 
个 不 变 因子 . 
【经 由 征 解 ] 

4537.! 起 训 大 学 } 求 4 的 最 小 多 项 式 ,其 中 


高 等 代数 是 坤 精粹 


1 站 站 
-1 -1 -1 0 
由 = 
1 1 1 1 
2 2 2 0 
-1 0 四 -1 -1 -1 0 
1 +1 1 0 1 aa+l 1 0 
人 
， 2 -2 多 人 -2 -2 1) 
-1 0 0 0 
蝶 人 0 2-A+1 0 
人 人 和 1- 和 (0-17 0 
0 本 人 -21 1， 
L 1 0 人 0 
0 1 -4+1 0 0 1 站 0 
ol aa ooo -2 )， 
性 昌 -2 D DO -和 j 妇 - 祝 
1 


3 入 
由 于 中 (0 = 各 -人 2 即 和 的 最 小 多 项 式 为 辣 - 各， 
638.{ 大 连理 工 太 学 ) 求 4 的 全 体 替 化 多 项 式 集 ,其 中 
0 TD 1 
1 1 1 作 
0 TEN 1| 
I]0O0 ii 必 
解 … 相 =4 ,全 区 (xy 二 4- 4*，, 唱 efz)y 是 4 的 一 个 零 化 多 项 式 . 
设 4 的 最 小 过 项 式 为 mm4x) 刚 下 (xs)1fz -4z) 而 
54f= xz -4)= 2 人 +2fx 2]， 
因此 gx) 首 项 系数 为 1 的 一 切 因 式 为 x, 巡 +27，02 一 25，2 -423 
4x -而 这 些 因 式 中 堆 化 多 项 式 只 有 2 - 2z 和 和 妇 - 4x， 
有 (= 和 2 
再 设 4 的 等 化 黎 项 式 集 为 时 ,出 
村 一 | (size1RTz)E[>]]. 


高 杜 代 数 题 吝 业 困 


639.1 湖北 省 师范 专业 大 学 生 竞 赛 题 〗 求 1 矩阵 
1-2 3 

| 1 1 
14+ 和 要 科 -2 

的 标准 形 ， 


1 3a3 1 ] | 1 中 心 
ws 。 下 -|- 各 -1 | 一 DA 
1 和 -如 0 D -~--) D D +A 


即 得 4 的 史密斯 标准 形 ,其 中 1.14,12+ 为 44) 的 不 变 因 子 ， 

4540. 东北 师范 天 学 上 证 明 :4 与 机 相似 ,从 而 有 相同 欧 特征 值 . 组 特 
征 问 其 丰 一定 相 局 ， 

证 设 4E 严 ,有 旦 让 -站 的 不 变 因 平 为 

ai 

那么 存 有 mm 阶 可 赣 阵 Pi CQ) 使 


中 (4 
roooe-aeoon| 相 | 
二 (1 


两 边 职 转 置 得 


可 [NA 
cooos-meoo| 二 | 
运 (4) 


从 面 由 -4 与 旺 -本 有 相同 的 不 变 因 子 ,…4 -出 ， 

1A 瑟 - 则 = 1 一 站 1= 1 及- 机 

这 说 明 :4 与 4 有 相 伺 的 特征 多 项 式 ,从 而 有 相 的 特征 值 .但 特征 值 向 
量 不 一 定 相同 ,比如 设 4= [，,] , 则 4 -| 下， 

当 、=] 时 由 (下 - 4)xr=0 得 线性 无 关 的 特征 向 量 为 

号 【LED7 

则 4 属于 1 的 全 部 特征 疝 量 为 各 ,其 中 上 为 号 中 不 为 奴 的 任意 常数 ， 

当 4=t1 时 ,起 ( 瑟 -机 < 站 午 线 性 无 闫 特征 向 最 为 

月 = 【1 

则 请 属于 1 的 全 部 特征 向 量 为 前 ,其 中 上 为 己 中 不 为 从 的 任意 常数 ， 
显然 两 者 具有 不 同 的 特征 向 量 . 

寻 1.( 吉 灯 工 业 大 学 } 证 明 :任何 可 道 抢 阵 , 必 可 与 它 自己 的 转 置 和 矩阵 


高 将 代数 题 久 精粹 


相 亿 . 
证 由 上 题 可 得 . 
Gd42.! 武 汉 大 学 ) 求 
123 4 
|2345 
3 4 6 
45 6 
的 入 小 多 项 式 ， 
4-1 -2 -3 -41「a+ -al 1 
解 妇 -4= -2 -3 -4 1 AT+L1 一 A+l 1 
-3 -4 4-5 -6 1 ] 入 卡 1 ”一 六 +] 
-4 -5 -6 1- -4 -5 -在 了 
1 -2 1 0 1 0 掉 站 
0 4 -和 20 ， + 1 -2 1 
1 1 AAA+l -Ar+l ft 3 A -+l 
D -1 44-2 -31-3 0 -1 41-2 -31 -3 
1 0 蜂 0 
四 世 人 四 
| 下 -二 
0 -1 414-4 -34-2 
1 3 
由 @ 有 | 。 | S 


-Dai)=1 即 四 (14)= 中 (2)=1. 
从 人 由 还 可 以 看 出 人 4) = 24. 而 
DAy= 1 -4I=azfiz-164 -2 加) 
-DDN (0iz_161 20) = 和 -16 短 -20) 

Data 
… 玫 的 最 小 才 项 式 为 1 - 16142 - 201. 
643.[ 福 州 大 学 ) 设 5=| | 为 礁 对 角 阵 ,(0) 802)，e() 


是 号 ,52, 有 的 最 小 秒 项 式 , 求 证 ; 
有 (= SC) SEA. 中 
其 中 [Bfs)，e(1)] 是 人 (ss 的 首 项 系数 为 1 的 最 小 公 倍 式 ， 


有 (至 ;) 0 
证 0=e(B)=| 由 


高 葡 代 数 早 解 精 粹 


有) =D,8 Ba2) = 此 即 有 6041 TEA 即 证 攻 Ca) 
是 8i(4) 与 本 (4 的 公 倍 式 . 
任 取 8 与 届 的 一 个 会 售 式 1, 风 
人 ]-。 
如 (五 2) 
些 即 由 2 是 各 的 警 化 和 多项式， gaiJTACA)， 
再 国 汶 5) 首 项 系数 为 于 
ea 
旦 
汪 ”类似 可 证 明 :车 B=| ”| 是 稚 对 角 阵 , 设 501),8 
如 
(4 分 别 类 是 所 , 呈 ， … 电 的 量 小 案 项 式 . 刚 
吕 (0 = [有 (8 六 )]， 
g44. 【湖北 大 学 ,2000 年 证明: 相似 矩阵 有 相 壮 的 最 小 多 项 式 . 
设 设 4- 瑟 , 即 存在 可 道 阵 了 使 及 = 了 -147. 
设 math natuil) 分 别 为 由 与 站 的 贞 小 需 项 式 . 具 设 
ma NI 王 如 十 看 -1 二 十 面 0 
= ma 呈 )= 且 + 率直 
= 了 -1 再 让 本 -+ 了 


= 人 -Laof4) 全. 

ai =DmaztA) 是 4 的 零 化 克 项 式 .而 mafA) 是 4 的 最 小 多 项 式 ， 
| 候 

类 似 可 证 ma(a)1mi(a， 

na on 地 ) 


比较 @ 式 两 边 首 项 系数 , … ce = 二 此 即 mm 人 4) = ma(A). 

045. [高 数 三 ,1999 年 ) 设 4, 卫 为 = 防 撼 阵 , 且 4 与 旦 相 候 , 吕 为 产 阶 
单位 矩阵 , 则 (和 

【AAAE- 直 = ) 瑟 -天 

《B)4 与 吕 有 相同 的 特征 值 和 特征 启 量 

《C34 与 下 都 相似 于 一 个 对 角 阵 

【D) 对 任意 六 数 !, 志 -4 与 下 -有 相似 

管 :(D) .7247>= 如， 

7 了 -1 二 -47F= 江 -有  … 压 -4v 古 - 吾 , 故 选 [ 呈 ). 


高 葡 代 歼 驱 解 精 粹 


注 (4) 错 .比如 4= [ 了 ] ,=[。 中 ,4- 下 个 媚 -4 人 E- 且 


D 
(C) 钳 .比如 4= B= [ 。 ，] ,但 4 不 能 相似 于 对 角 阵 - 


(中 ) 错 -比如 4 = 民 .6=[。 ] ,4 ~ 吾 (… 有 相同 的 初等 因子 ， 
但 4 属于 1 的 特征 向 是 为 (1,17 .而 妞 属 于 特 证 值 1 的 特征 向 量 为 (1,07 ) 
646.[ 中 山大 学) 设 mn 院 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 为 gA) ,证明 84) = 
世 (1) ,其 中 正人) 为 业 - 各 的 最 后 个 不 变 因 子 . 
证 设 4 的 全 部 初等 因子 为 
《于 LS 


PPrqyreaennreqyeprennnmmyennefmemyewn 站 中 enwyeepemn 下 


(0 


则 (2)= 人- 0n0(04- ha) (Ah 加)o @. 
其 次 ,由 4 的 初 壬 因子 ,从 而 

ni 
几 

jJm_ 
本 
其 中 点 = ， 人 {7= mt mr ) 
属 

为 若 当 块 ， 


[一 
hm ] 
= (5 包 
由 中 ,全 得 
gal = 下 (AI. 
647. (北京 太 学 ,1999 年 ) 设 实数 域 上 的 矩阵 


] 二 
4=| -1] 0 1|， 
-3 0 0 


高 等 代表 题解 精粹 


( 划 求 4 的 特征 多项式 关 ); 
(2 天 得 是 否 为 实数 域 上 不 可 约 包 项 式 ; 
13) 求 4 的 最 小 当天 式 ,要 求 写 出 理由 ; 
{4) 实 数 域 上 的 矩阵 4 是 否 可 对 角 化 . 
-1 -1 0 
解 ma-d| ] 4 - 们 
3 Da 
=TE-4I=33 -324+A+3 
(2) 在 详 数 域 上 乒 4) 是 可 约 密 项 式 ,因为 实数 域 上 不 可 约 客 项 式 只 能 
是 一 次 式 和 判别 式 小 于 站 的 二 次 式 . 乒 1 是 3 焉 多 项 式 , 因 此 一 定 可 约 ， 
(3) 由 中 式 知 在 妇 - 4 中 ,左上 种 存在 一 个 2 阶 子 式 
-1 0 
| 
= 
四 (= 二 3 
由 上 题 知 它 就 是 4 的 最 小 多 项 戒 ， 
(4+ 二 在 实数 域 上 可 对 角 北 所 4 的 特征 根 全 是 实数 .但 是 我 们 知道 ， 
实 系数 多 项 式 产 1) 的 全 部 根 均 为 实数 , 则 它 的 各 阶 导 数 六 (14) ,ra4) 世 只 
有 实 根 ( 证 明 可 见 将 怪 、. 钱 吉林 等 《代数 学 荐 典 》) 严 .314 第 679 题 ,华中 师范 
大 学 出 版 社 ) ,得 
0)=32-24+1, 入 =( -2)2-4:.3-] < 
无 实 很 ,此 说 明 ,4 的 特征 多 项 式 只 有 一 个 实 根 ,另外 两 个 为 苍 召 根 ， 
所 以 站 症 实 整 域 上 不 能 对 角 化 . 


548. (武汉 大 学 ,1999 年 | 设 4= | “， 一 ] ,证 明 : 有 理 多 项 式 /xs) 


使 疝 4) = 昌 的 充 要 来 件 是 六 xz) 为 妇 -5xt+3 的 倍 武 . 
证 先 求 4 的 最 小 多 项 式 ,在 特征 矩阵 


司 


中 ,由 于 存在 1 阶 子 于 为 非 堆 常数 . … 机 (x) = 1. 

由 (az)=1 生 -41= 痊 -53 

即 4 的 最 小 和 多 项 式 为 刀 -5x +3. 

… 有 理 系 数 志 项 式 所 xz) ,使 关 4)=0es[ 姑 -Sr+3)71 抱 xy 
即 区 xz) 为 刀 -5+3 的 倍 式 - 


高 葡 代 上 数 岗 解 精 术 


649 .1 华中 师范 大 学 ,1999 年 ] 设 (FUx) 8] =1 CC7= 1 人 - 
二 (= 《大 [) 及 (x 四 由 人) =【 (YE 人 
ASIY1ERC 之 ] 

二 
证 明 ， 
(CS 语 8 = 本 (2 人; 全 
(2) 和 阵 


及 《各 下 二 但 
心 -| 出 | 过 


人 
可 以 经 过 初等 变换 化 为 
可) 0 
| 9 
证 《人 硬 人 和 有 (人 访 (z)， 
= 有 (CE hatxz)y)= 
及 四 (YUCry eastryleaI 
EX) = 让 (sfx) 且 (xiafx)) = 1， 
和 县 让 和 【二 (和 二 8 
万 ( 2 【二 (而 (s))j(A75zf)。 
人 
5 三 ) 帮 了 
= 由 () 从 (ssICY)5IKCE) as)RaKs))。 中 
和 1 人 dfx))= 1 
] = 必用 (二 【TY 
【CE 1 
类 役 有 (zsstx))=TChazysifz))=TUhtx)ysta)=l 加 
将 卫 代 人 中 得 
《天 【和 区 3 大 (二 ] 且 2f)) 一 ax) 由 (7)， 
24 由 上 面 !1 知 
生疏 并) 二 人 放 ) 下 (六 )5 二 0 
We 人 | 
届 43) 的 行列 式 因子 为 Di0z),Dz0z) ,Btz) 的 行列 式 因子 为 站 (xz)， 
万 区. 由 全 与 名 式 知 
品 fxz = 克 je 


高 千代 数量 解 精 梓 


DTz) = CC)ACzyiatz)ifryrotx) 其 中 非 从 常数 袜 是 使 户 


【x*) 首 项 系数 为 1. 

再 看 如 (xz)， 
要 《人 0 

性 李 症 ] (和 有 区) 832 外 放下 信和 ] 起 区 区 

本 帅 ifw) 二 二 人) 站， 

压 (z) = (办 (x)(s)AaTz)5iCr)s2Cr)， 

由 于 4(x) 和 8tx) 具 有 相同 的 各 级 行列 式 因 子 , 所 以 4 与 中 ) 等 
价 ,从而 4f xz) 经 过 若干 次 本 等 变换 化 为 召 (A) 

650.【 华 中 师范 天 学 ,2000 年 } 设 4 是 数 域 避 上 nm 级 方 阵 ,m(a) ,Fa 
分 别 是 4 的 晤 小 多 项 式 与 特征 雪 项 式 . 证 明 : 存 在 正 整数 ' ,使得 

天 AT mEA) 

证 设 和 过 - 下 的 不 变 因子 为 直 (4) 机 人) 下 人), 则 

矶 14)= 丰 (1 本 人) 了 

mtal= 二 [47). 

天 二 [41 起 (= ] ,2 

aasfaA) 此 即 AAA)Ems(a)， 

全 1.( 华 中 师范 大 学 ,1995 年 ) 设 忆 是 数 域 ,r 是 挛 上 ” 维 线性 空间 
的 线性 变 搞 , mtfs) 是 4 的 最小 雪 项 式 . 证 明 :Y 拓 切合 Pr] .如果 { 有 )，m 
《zj = 下 2 , 则 


呈 ) = 


六 的 秩 = de 的 秩 . 
证 取 T 的 一 组 基 a;,…,w, 且 za 在 这 组 基 下 矩阵 为 4. 
人 
从 而 存在 xfxry 和 az)E P[x], 司 得 
可 [= 六 和 )) 
设 乒 = 二 gr) 
出 钨 知 
扰 加 = 人 可) 人 
… 秩 (dei)= 秩 (dd 让 = 秩 (A 4 四 = 穆 (Ka).) () 
再 由 雹 并 注意 本 (4) = 小. 
六 三 = 所 
穆 (de 四 = 秩 (d(4 让 二 秩 (F4 让 = 秩 ( 所 51， 
由 部, 仿 得 


全 台 


多 的 


秩 {(Acly= 秩 (dfe)). 


高 等 代数 王 解 精 梓 


652.【 华 中 师范 大学 ,1993 年 设 mfi) 是 二 阶 矩 阵 4 的 景 小 多项式 ， 


2 是 次 数 大 于 汐 的 多 项 陈 , 证 明 :1p14)1z0 的 充分 必要 条 件 是 
《AAA 1 
证 先 证 充分 性 ” 设 忠 式 成 立 ,那么 存在 ea ul Ex 人 苇 
EC 人 (At (A)= 1 
本 = 二 了 二 专人 有 )m 和 
= 下) 全 ( 才 ) 
此 即 1ef4d)1 关 直 
性 证 必要 性 . 设 18f4)1 关 0, 用 反 证 法 .车 
《让 于 (= 三 (天 1 
则 oa = dsmta)= Eta) ,其 中 
次 (gafa)J< 次 (mg 
901)ga(a) = 由 (49 (CA)， 
094 一 94 = 
而 1g(4)120,.… 9(4) 可 道 ,由 起 有 
了 0 
出 mtajl= 区 aoaztA)=0, 放 慎 . 
【| 
53.! 华 中 师 落 大学 ,1991 年 ) 设 4, 虽 是 数 域 P 上 两 个 = 组 方 阵 ， 
AGEP[aC=12, ,ay 有 
【人 
万 (AH 
| 和 | 
(人 
天 (AD) 
< 和 | 
人 At 
证 明 :4 -号 ,其 中 心 ,为 ;12 的 某 一 排 询 . 
证 由 人 和 病 
《AD = 1 = 2) 
设 
站 = 的] 和 -一 人 12 
友人 


世 


世 


旬 二 


高 和 普 代 数 题 解 精 碎 

其 中 态 与 总 为 非 负 整 数 . 

由 负 知 |ai ,aa 门 1， 罗 …j = 弛 ， 

此 即 证 明 语 (的 因子 与 多 (0) 的 因子 没有 重 的 . 

4 的 全 部 初等 因子 为 上 aagtay 中 所 有 一 次 因 式 方 守 组 成 (相同 的 计 
算 重 数 ) ,而 睛 的 全 部 初等 因子 胃 记 人) 训 人 1) 中 所 有 一 次 国武 方 者 所 组 成 
{ 相同 的 计算 重 数 ). 所 以 4 与 中 有 相同 的 初等 因子 ,因此 4 - 忆 . 

654.( 中 国 科学 院 } 求证 :任何 适合 只 + 1L=0 的 二 阶 实 方 阵 必 相似 和 于 


区 


1 Ta 1 
证 人 8=| ， 中 风 2E-a-[ 吕 中 
有 (=+1. 


即 ;无 - 呈 的 丰 变 因子 为 1, 和 + 

设 4E 头 * 且 驻 + 工 为 其 举 化 多 项 式 , 设 过 -4 的 不 变 轩 子 为 王 | 
4) mata 则 其 最 小 多 项 式 matui1fi+ Il 在 实数 域 上 不 可 多 ， 

= + 

而 mt ma mA = 

此 即 直 - 4 的 不 变 因 子 也 是 132 + 1 

由 于 它们 有 相同 的 不 变 因 子 ， 

内 一 

| 

6 全 5.【 北 京师 范 太 学 】 令 让, 忆 是 1,2 7 的 一 个 排列 ,对 于 任意 一 
个 maxi 王 阵 4, 信 af4) 表 示 恢 次 以 和 的 第 日 关 作为 第 3, 行 
所 得 扎 阵 . 

“1 证 明 : 对 任意 上 xn 答 阵 4, 呈 

df 1 = ef4) 加 ; (全 

(2) 对 企 意 axpn 竹 阵 4,af4) 与 4 是 哲 相 似 ? 

证 LetdB) 的 (5 , 昌 元 等 于 4 的 (人 ,所 元 , 即 为 

1 和 1 二 Ga ta 二 Gin 各 | 

而 zf4) 呈 的 (元 也 等 于 从 式 . 

= 4) 

f2) 由 于 af4) 与 4 的 行 的 售 置 发 生变 化 ,所 以 4 与 cf4) 布 一 定 相似， 


高 融 代 落 旺 驿 精 入 


比如 4=<| ,<O=[， 


4 1 
ae-4=| = 妇 +1=iA= 一 让 
= 
-1 0 
[JE-afd4)I= = (ai-1])AT+ 有 =Tp= 一]， 
可 [| | 旗 ) Fa 


… 冯 不 相似 于 af4 交 相似 矩阵 有 相同 的 特征 值 }. 
656. 【北京 师范 太 学 1 设 sb:ec 是 实数 ， 


由 好 站 由 站 由 
人 笃 | | 必 | 必 | 
人 由 Re 区 人 目 
证 明 : 
{1)4, 互 ,彼此 相 伺 ; 
{2) 如 果 BC = 司 , 则 4 至少 有 两 个 特征 根 等 于 0. 
证 【1) 
让 一 由 一 一 如 一 二 下 
-| -。 入 一 如 -| 网 一 区 -| 
-和 一 上 -ee 六 “由 一 上 一 吕 
由- 一 姓 一 丰 几 一 Ce 一 如 一 丰 
|- 一 世 |-| -。 站 一 去 -| 
-FF -上 一 一 看 一 尼 让 一 全 
这 说 明 :i 严 -4 与 生 - 百 等 价 ,…4- 旦 . 
类 做 可 证 ~C- 再 出 于 相似 是 -种 等 价 关 系 ,…. 4 -~ 《从 而 4,B8,C 


彼此 相似 ， 


1 
已 


[2) 由 BC = 全 可 得 

人 

移 项 后 可 得 

冯 (e- 的 2 证 (a- ca+ 二 人 -ea=0 

本 三 上 = 二 心 

115-41= AAA-3a) =sD,A=3a， 

657. 【湖北 大 学 ,2000 年 ] 兰 断 

(可 设 到 (4 是 矩阵 4 的 最 小 多 项 式 ,Ai 是 4 的 零 化 密 项 式 , 即 护 4) 


,那么 态 A71mtCA) 《 ] 


(2) 站 2 是 线性 空间 上 的 子 空间 ,那么 太太 也是 了 的 子 字 间 ， 


{ 1 


高 壮 代 数 笠 解 精粹 


34 是 一 个 实 对 称 阵 , 若 1+ 1 是 4 的 一 个 特征 组 ,那么 1- 也 是 4 的 
一 个 特征 人 . | 】 

答 【1) 畏 .应 当 是 下 Ca) LaA)， 

(2) 错 - 设 Y= 本, 历 =EIElj 闪 = 工 (E2) 

其 中 上 E1 二 【1 + 它 3 一 【于 ,那么 本 山 人 并 不 是 F 的 子 空 间 . 

3) 钳 . 关 为 实 对 称 阵 的 特征 值 只 能 是 实数 ,不 可 能 为 1+ 1 


2 凯 菜 定理 .车 当 标 准 形 、 
与 对 角 阵 相似 的 条 件 


【考点 综述 】 
1, 凯 莱 定理 设 4E 严 * AI=TE-4D 刚 Ad4)= 
2. 著 当 定理 (1) 设 4E 避风 存 在 可 道 阵 PE 人 “使 


机 
| 
了 


且 


其 申 


和 1 

六 = 人 人 
全 

2) 许 尔 定理 设 4E <", 则 丰 在 可 道 阵 TE 如 < ,使 


几 1 其 
rowr| 
1 


其 中 4 9 海 冯 的 全 部 特征 休 . 
(3) 设 4E 人 ng)EC[x], 若 1 为 4 的 全 部 特征 值 , 则 。 
【4) 的 全 部 特征 值 为 有 4 生生 ), 即 


埋 { 黄 
T-18d4)7T = | “- | 


D 8) 
3. 相似 于 对 角 阵 的 充 要 条 件 
{1) 属 于 不 同 特征 值 的 特征 向 莉 是 线性 无 基 的 . 
(2 相似 于 对 角 上 阵 的 弃 要 条 件 设 4 是 = 级 方 阵 


高 等 代数 甫 精粹 


14 -~ 对 角 降 。4 有 个 线性 无 关 的 特征 向 其 ; 
2)4 ~- 对 前 阵 。4 的 最 小 多 项 式 册 (41 无 年 根 ， 
3)4 ~ 对 和 角 阵 二 4 的 初等 因子 全 是 一 次 的 ; 
4J4 ~ 对 角 阵 一 4 的 每 一 特征 值 的 代数 重 数 都 等 于 它 的 几何 重 数 ， 
5)4 本 相似 于 对 角 阵 一 44 = 4 机 ， 
4- 相似 于 对 角 阵 的 充分 荣 件 
1)4 的 某 一 个 堆 化 多 项 式 无 重 根 ; 
2) 特 别 是 4 的 转 征 多 项 式 扎 4 = 1 可- 4 无 重 根 . 
*. 特征 值 与 等 化 炮 阵 的 关系 设 4E 严 *".a 有 是 4 的 特征 值 ,车 gf4) 
=0, 则 (zx- ailgfxzi, 即 上 ay=0. 
【经 典 题解 】 
658.( 武 汉 大 学 ) 求 4 名 ,其 中 
1 虽 人 站 
三 贡 二 了 三 小 从 
| 1 1 0 
2 2 2 0 
解 设 上 1) 为 4 的 特征 多 项 式 , gfA) = 142 , 风 
AI= 1 一 和 = (AAA 打 - 
总 [AAAATATal+ 栅 24+ 忆 + 四. 他 
令 和 =0, 由 中式 得 d=， 
再 令 = 1 身心 得 
好 十 眉 十 屏 一 】， 
再 击 心 有 
有 (=S000 人 =-3 人 AAAFTOA 3 + ATe. 动 
在 印 式 中 , 令 1=0 得 e=0. 
申 仿 式 有 
r0)=5S00x499148 = 人 (RAT+290UF0UT SOFT+E6al 
十 之 刁 ， 二 
在 二 式 中 ,人 14=0. 得 5=0， 
将 = e=0 代 大 号 得 as=1. 再 由 心 式 得 
品 (= AJFCE) + 


高 尊 代 数 题 香精 入 


.40=gfdJ=dgfdIR4)+d=42= 


避 己 司 台 
总 己 过 


659. [四 川 大 学 ) 设 


ij 1 -上 
4=|2 1 了 上， 
1] -1 中 


试用 哈密 尔 顿 一 凯 莱 定理 , 求 4 1 
解 FaI=1iE-4I=Aa-242-3， 
23 一. 


4[ 本 (外 -24)] = 巨 


0 1 1 
41= 村 (下 -24)= | 站 1 | 
-3 2 -|] 
6Gi0.( 上 海 奖 通 坟 学) 著 
1 2 0 
区 2 | 
7 
解 设 睛 1) 为 4 的 特征 铬 项 式 , 刚 
= 1 下 =( 人 20T+TTCA- 昌 ， 
再 设 2) 名 =901) 所 4 + ez+ 珊 + 
将 42=1A= -14=2 和 找 人 加 式 有 
好 十 由 十 二 寺 ， 
te 
4+356+e=2t00 


解 得 54=0,c= 李 (2- Dec= 本 (4-200， 
-Mim= 9 + 二 (2m- Di2+ 村 (4- 2m0)， 
= ER。 42+ 可 他 -2m) 忆 


] 202m 1) 0 
站 2100 


_ 字 ，on00 


已 书 二 吃 


高 葡 代 数 帅 入 精 粹 


ea 


所 内 
66 .1{ 丙 北 电讯 工程 学 院 ) 《1) 将 窦 红 隆 | 。 )] 。 化 为 一 次 夫 开 阵 


(2 有 分 坪 矩 阵 [ -了 是 对 称 矩阵 , 且 其 中 4 为 非 奇 异 佐 阵 ,证 明 ;此 
矩阵 与 下 列 矩 竹 合同 ， 


4 0 
攻 | 


3 1 4 
解 (D 设 4=|， | , 骨 
Ri=TE-ALI=i 拟 - 雪 = 人 -有 (全 2， 
0 3)+ 本 + 人 
将 1=5 和 = -2 代 人 外 得 
证 5 二 二， 


20010 = 24 十 十， 


解 得 o = 可 (500- 200) .= 二 (5x 200 -2x 3S00]. 

二 hp = (Sm0- 20014+ 二 (5x200 一 2x Sm 号 
4 有 1 4 

2 一 

人 

由 下 ,用 = 也 ,C= 史 ,而且 


亚 0 六 加 王 一峰 -! 且 六 心 
本 到 [。 到 有 | > 


一 六 呈 
|. 则 FIz0. 旦 G@ 式 灾 为 


若 令 了 = | 
r 可 2 避 r=[。 。 。 ,此 凤 证 两 短 阵 合同 


52.{ 中 国 科技 大 学 ) 证 明 : 短 阵 4 = | 。“ ,] 不 能 用 相似 变换 对 角 化 


证 E-4-[ 


由 于 有 -一 个 一 阶 子 式 为 非 举 澡 数 ,… 可 f) = 1. 

可 =- LA -372. 

归 4 的 最 小 多 项 式 为 (4 - 3i, 它 有 重 根 ,所 以 4 不 能 对 角 化 . 
53 下川 大 学 】 《1 设 


高 车 代 数量 入 畏 冬 


1 人 0 2 
4=|0 -1 1 
0 1 昌 


扰 衬 ) = 2 十 他 这 一 呈 x5 十 375 二 2 十 1122 -4, 求 挛 4 一 1; 


40 2 
全 = (ssas3p 问 4 = ] 是 并 和 曲面? 
租 【1) 令 ES) = 1- 41 ,出 
有 (4 = 一 24 二 + 
再 用 854) 除 后 4 带 余 由 法 ) 得 


2 0 4 
oa。 6 | 二 了 ,使 了 下 合同 于 对 角 阵 . 


Ra)= 下 (AT -642+291-14). 由 
由 哈密 尔 瑟 一 凯 莱 定理 及 作 式 有 
4) = 642+ 轨 上- 14 吾 


7 -1 妃 
=| 昌 -与 = | 


0 3 妇  -2 
再 求 道 得 
1 1H46 1890 
7 203 20 
-1 如 当 
= 为 
3 妈 瑟 
0 33 2 


(2)145E-41=(A 6)201+2)， 
6,A3= 一人 

当 1=6 时 ,得 线性 无 关 特 征 向 时 

的 一 (10 ez= (19,].07. 

当 4= -2 时 ,得 特征 向 其 

gd 二 【1 ,人 一 请 

由 于 它们 已 经 正 交 北 ,只得 单位 化 得 


内 = 方 01.0.4), 记 =(010) , 记 = 点 


1 站, - ] 
万 0, - ]) 


高 亚 代 数 是 解 精 粹 


] 
4 3 

再 令 7=|0 1 0 | 出 了 为 正 交 阵 , 且 
工 0 _- 工 
+Y2 vY2 


6 
了 几 和 = 看 。 
去 这 


再 作 正 交 变 称 厌 = 中 ,那么 妈妈 = 1, 变 为 
形 P =6 了 + 呈 -2 呈 = 工 . 
它 表 示 单 叶 冰 划 耐 ， 


664. (北京 邮电 学 院 ) (1) 设 4= | ，， ] , 试 来 全 (= 12 
(2) 设 凡是 用 下 一 矩阵 级 数 来 定义 : 


岂 给 臣 
人 = 可 + 二 寺 订 可 二 
。 臣 | 
人 1] 
如 果 4= ]. 
-1 0 
， DEL II 
试 证 :ee -| | 
一 Shintt Cost 


解 :( 纯 设 4) 为 站 的 特征 志 项 式 , 则 

AM)= -4E=3A2+1l=sfATE(A- 门 . 

42= (AAA 让. 中 
将 4=14= -人 代 大 人 得 

条 ww 


全 和 二 二 从 
解 得 6= 立 [Pt+(-D]a= 二 Le-(- 有 9， 


14 二 [+( -站 9 有 


六 Cnt( -六 9) 寺 (-(-9 
了 工 {Y "入 囊 ] - 一 下 名 
一 到 信人 + 一 让 


Do) 设 wm=[7 ?| ,直上 面 @ 孙 得 
有 4 


窗 等 代数 掺 和 解 精 樟 


六 -1 二 40- 本 [+(-a9+ 总 


[4 一 + 


尼 1 4 
人 
| 
2 33 7 + 二 名 mt 

类 似 可 得 


让 = 一 前 nt 全 = cott， 
Co 时 BIT 

-ea=| j 
一 遇 叶 Cosi 


665,.1 北 京 邮 电学 院 ) 设 


-1 10 
由 =| -4 3 0|， 
1] 四 > 


求生 ,其 中 上 为 正 整 数 ， 

解 设 矶 1 为 和 的 特征 钞 项 式 , 则 

所 1J= 1 下 -4=tA-204- 1 

如 人 

当 14=1 时 ,得 

人 十 由 二 =]， 

当 =z 时 ,4a+25+ce=2". 

由 品 得 

mA = 

再 特 4 = 1 代 人 二 得 

2 二 下 = 开 

由 艺 ,二 , 坊 解 得 

站 二 2 一 用 于, 几 =3n+2-393 royi -Sn 一 2P=2n -3 
4 和-m-t4az+t3n+2-2n+0)4+f2a -2n) 


] …… 联 闪 ] 避 
兰 一 站 F 2m+] | 
2n4+1 一 2 2 有一】 入 


666.( 同 济 大 学 ) 求 托 阵 


外 关上 电 局 


巴 


高 葡 伐 数 拓 角 精 入 


1 -30 3 
-2 6 1013 
4 = 
0 -3 3 
-1 2 0 8 
的 Jordon 标准 形 (不 必 求 过 度 窍 阵 ). 
A-1 3 人 六 -3 站 2+1 日 -和 福 + 生 -1 
2 -56 0 -9 0 -2 0 -也 +3 
| 2 
1 -2 0 2- 1 -2 nn 站 一 8 
0 +l 0 一 下 + 有 -1 0 2+l 0 姑 -134+ 雪 
|0A-2 0 -Mt+3 | |0 3-2 0 4 -1 
0 3 -2 -3 0 3 -1 0 
1 0 人 1 0 姓 
0 一 和 +ld44-19 人 必 
蜂 -2 0 -1] 
6 3 -1 0 出 
1 间 站 0 


在 GO 中 有 | 1 全 
还 从 地 看 出 ”上 岂 人 1) = 2 一 1. 

曾 Da4y=1aiE-4IL=(A-TPA2-144+419)， 
人 全 (人 ) = 本 和) 一 Ts 

必 () = 一 1， 


Da 
dt 人 4 Tt 142 +397， 


那么 4 的 初等 因子 为 
-1 -iT 了 +Y3 了 7- 向， 
所 以 由 的 Jorar 标 稚 形 为 


7+ Y 扣 
7 了- v 妇 
667.【 中 国 料 技 大 学] 化 


高 交代 歼 是 畦 精 林 


3 -40 0 
4 50 0 
4=-|pnpa3 _-? 
0 0 2 -1 


为 jordan 标准 形 ， 
和 -3 本 0 站 
-- 斗 站 十 节 必 站 


AhAE - 凡 二 9 
多 站 0 各 -3 了 了 立 T 


性 站 -2 MA+1 
在 心中 有 两 个 3 阶 子 式 
站 一 十 人 
和 1=| -4 + 2 
0 间 》-3 
= 人 -3)[2-(d4+w 了 中 jz -人 4- 了 5D)]， 
向 十 与 了 一 千 
=-j0 24-3 2 | -oao-w 
心 -2 At+1 


由 于 AAA 互 豆 ,… 有 04) = | 

… 直 (= 本 (4)= 本 (= 1， 

而 PiI=1E-41=f14 -TAI4+w15D][ -人 -5D] 

= -453 04- Si] 

所 以 和 的 扎 等 因子 为 (4-172 [4-14+w15D] 14- TS 让 ， 
有 共 而 4 的 jpordom 标准 形 为 


1 1 四 0 
| 0 和 
站 交 4+w 15i 0 


0 0 从 4- 15i 


忆 后 一 和 
己 一 ho co 
一 ho 口上 


的 若 当 标准 形 . 


高 等 代数 惠 钟 精神 


省 人 
人 2 3 

f 和 -1 -2 | 包 
人 必 0 -…1 

由 于 中 的 右上 贡 有 一 个 3 阶 子 式 


一 乌 -了 一 各 
Ai=|la-1 -2 -3| = -44f4+1)， 名 
0 -1 -2 
-1 -2 -3 
再 有 人 := | 日 4-1 -| -om 二 
用 0 -1 
由 有 于 (人 ,A)=1] 


ss 站 if 一 1 da) = 吧 ( 二 44[A) = 1】 
二 (= 1 一 下 (AT 
好 4 的 初等 因子 为 (4 -113, 故 4 的 若 当 标准 撒 为 


I 10 0 
履 1 1 届 
四 ml 1i | 
0 站 0 1 
659.【 武 汉 大 学 ) 设 有 一 个 6 阶 矩 阵 
在 一 由 
二 
二 一 二 
尼 ] 
如 -站 
而 


aa 都 是 实数 , 且 5z0, 试 求 丰 -4 的 不 变 国 子 与 初等 因子 .以 及 44 
的 若 当 标 玲 形 ， 


高 三 代 获 晤 狗 精 十 


在 由 中 右上 角 有 一 个 了 阶 子 式 等 于 好 ,而 问 关 0. 
六 DA =1 机 (= 由 (= = 十 (=1. 
上 由 (= Di= 1i-41= L 
=[u -Gei2+ 旺 卫 . 
有 从 而 三 -由 的 不 变 因子 为 
1 11 11 人 -aa 妇 + 归 了 


4 的 初等 因 于 为 
《1 一 在- 贞 三 -上 
4 的 若 当 标准 形 为 
如 十 机 1 履 0 站 人 
站 本 二 机 1 个 站 眉 
必 站 e+ 枚 站 D 
0 站 必  @- 看 1 必 
癌 笑 心 站 二 一 扩 1 
0 丰 帮 0 四 -上 相 
670.【 些 中 科技 类 学 } 设 xm 先 阵 
和 DO … 1 
100… 0 
4=|010…00 
0O0… 10 
上 1) 求 4 的 不 变 因 子 组 和 初等 因 于 组 ; 
[2) 求 4 的 Jarden 失 阵 . 
1 
解 {11)AE -4= 区 
-了 
由 于 中 中 左 于 角 有 一 个 上 -1 工 阶 于 式 为 { 一] 和- 
有 TedAI= 1 


贱 人 = 下)=1 二 -41I= 可 -1. 


国 此 直 - 4 的 na 个 不 变 因 子 绷 为 
1 和- 1 . 


4 的 林 等 因子 为 


羡 葡 从 数 题 及 精 往 


和 一 是 和 一 站 一 
委 ，j 吉 红 
其 中 四 = ee 全 + iain 汪 . 


(2)4 的 若 当 标准 形 为 
t 


aa 
671.【 酒 潭 大 学 ) 设 复 矩 阵 


2 站 站 
通 = 各 卫 履 由 
让 一 上 


问 怎 阵 4 可 能 有 什么 样 的 车 当 标 准 形 ? 并 求 4 相似 于 对 角 媳 的 齐 蔓 
条 件 . 

解 :…15-4L= (LA T1)， 

AI=A=2A= 一 1. 

因此 4 的 若 当 标准 形 有 如 下 两 种 (不 计 若 当 块 的 次 序 ) 


2 1 站 2 
,| 所 | ae-| 2 | 
un -1 | 


4 相似 于 对 角 阵 二 1 下 - 4 有 不 变 因 子 1,4 -2, 04 -23(02+1)， 
4-2 站 0 
sea| -。 站 一 衬 | 
-由 -ee 4+l 
= 人. 
但 是-4 有 二 阶 子 式 
医 ， 心 
-由 妈 +1 
.… 在 天 从 
从 而 可 以 证 明 :4 相似 于 对 角 阵 ea = 性 . 
672.( 华 中 师范 大 ,1999 年 设 * 是 数 城 忆 上 线性 空间 『 的 线性 变换 ， 
太 嫩 ma 分别 是 = 的 特征 壳 项 式 和 最 小 多 项 式 , 并 且 
AI=tarbsa-22tA+r3amay=tAT+T20L 20+3. 


= 一 引入 十 1)， 


高 车 代 歼 题解 精粹 


《1) 求 = 的 所 有 不 变 因 子 ) 

(2) 写 出 e 的 若 当 标准 形 . 

解 ( 昌 设 线性 变换 = 在 某 一 组 基 下 矩阵 为 几 ,4E 形 “6. 

友人 emta)y=fa+l24 -2)04+3)， 

Do = 2 全 -省 -01+ 1)(4 -2)， 

=(+1U -2 

由 ( 人 = 直人) = 三 (= 友人)= 1 

… 几 的 所 有 不 变 国 平 为 1,1,1,.1;(2+TCA 2) 4+1I2L 20 
3) . 

2]4 的 初等 因子 为 1+1,(4+ 人 2 -2,04- 了 (141+3)， 

… 明 的 若 当 标准 为 ( 布 计 若 当 块 次 序 ) 


本 


2 
673.【 二 旦 大 学 } 年 阵 


-5 } 4 
-| -= 了 
-看 1 5 


已 知 它 的 三 个 特征 值 为 1,1,1, 试 将 4 表示 成 4= 了 六 ! ,其 中 了 是 4 的 
Jardgon 标准 形 , 了 是 变换 矩阵 , 求 册子 和 了 个- 

解 ”由 假设 知 

[下 ~- 汪 [={4 -3 

当 4=1 时 ,由 ( 瑟 - 4)2 = 了 0 得 线性 无 关 的 特征 向 量 为 

al = (] 6.0) ,al = 【2 人 ,3 

如 它 的 几何 重 数 为 2, 代数 重 数 为 3, 所 说 4 不 能 与 对 角 由 杠 似 . 


| 0 0 
= 
和 LI 


1 | 性 4 
令 了 = (elyazyas)= 6 xxx， 


心 芝 卫 二 古 


高 敬 化 雪 题 解 精 梓 


} ff 
hitovevmlsevval| 1 


Dll 

-9 1 4] 1F 和 好 4 T 3 区 1 60 
|- 3 | t2 =||。 2 =| [ | 
-6 1 5 四 和 和 帮 0 ja 4 0 1 1 

克 ] 十 和 一 一 1 十 元 2 十 十 训 3 

X4 一 一 汪 Y4 十 35 十 是 %6， 

Ya 二 05 二 一 122 34 十 和 5 

让 二 二 3 

45 一 一 ]2544 二 了 xs5 十 呈 w6v 

326 二 一 丰 i4 十 引 十 本 二 5 


解 得 z=1l,xz= -1x=2 =1x5=2 51 


] 1 1 
-=|16 -1 | 
0 2 1 


-5 1 入 
TI1=| -6 寸 |. 
12 一 了 -了 


674, [聊城 师范 学 院 ) 设 4 为 上 阶 方 阵 
天 4 = 1 四- 和 = 玉生 
其 中 加, 互 择 . 


【也 阿 :六 (2 0 = ? 

证 明之 ; 

(24 证明 :在 复数 域 上 与 一 个 对 角 阵 相似 的 重要 条 件 是 &CX) 为 (Ai 至 - 
4) 的 最 后 一 个 不 变 因子 . 

证 “ 昌 由 已 知 条 件 可 求 得 

人 (一生 (一 和 二 1 

那么 Si= ta 

{2) 先 证 必要 性 , 若 4 相 伺 于 一 个 对 角 阵 , 贡 最 小 多 项 式 无 重 根 , 即 

直人 = (AI 一 

再 证 充分 性 . 若 

及 (AD 直人 = 


高 等 代 丈 题解 精粹 


4 的 最 小 雪 项 式 无 重 杠 ,… 相似 于 一 个 对 角 姓 . 

695.【 北 京师 荡 大 学 } 令 4 是 复数 域 上 一 个 4 级 方 阵 . 
《1 证 明 :4 相似 于 一 个 上 三 角 阵 ; 

(2) 令 所 1) 是 4 的 特征 密 项 式 , 证 明 : 克 4 = 总 ， 

不 许 用 咯 密 尔 顿 一 凯 莱 定 理 ) 

证 (1) 设 站 的 Joan 标准 形 为 


由 于 站 为 上 三 角 阵 ,其 而 了 为 上 三 角 上 阵 ， 

了 147= 

(2 证 疙 JI) 沪 4 的 特征 志 项 式 , 且 

JJ=1- 册 = 人 -一 

其 中 1, 互 蜡 , 那 笃 

天 由 = (站 一 各) 二 一 和 下 9， 

由 心 式 有 

4= 了， 

碳 一 放 = 了 全 

{4 一 放 吾 ) 生 二 了 一 再 ] 生 宙 -1. 
《页 一 思 计 


二 【天 -- 起 本 3 操 人 


【上 -~ 0 瑟 ) 大 
【 几 人 入 本 ) 占 


人身 六 
二 | ”- ， 下 "1 
0 


《于 一重 ) 乓 


高 荨 代数 题解 精 笠 


1 下 [人 -一 玖 ) 二 四 [站 区 一 丰 ) 二 天] [条 -14 一 


A)5 了 ] 
~ 上 人 0 
本 【而 一 4 吾 负 
【也 一 站 盏 ) 竹 
《~ 加 且 所 
向 才 
| 
【《 交 一 入 吾 ) 上 
【用 一 局 ) 
《二 ) 所 
上 并 六 
， 
= 了 -有 0 站 =0. 
怕 有 =- 


676.1 华 中 师范 大 学 1 设 4 是 = 级 实 可 道 答 阵 ,证 明 ; 存 在 实 系 数 密 项 
式 gfz), 使 得 4-1= 5(4)， 

证 设 产 4) 为 4 的 特征 过 项 式 , 则 

局 = 1 有 ~ 有 = 如 二 全 

其 申 恕 =( -~ 巧 8141 天 是 生 三 =0 

由 哈密 尔 顿 -- 凯 莱 定 理 有 

四 + 


[= 世 


令 呈 划 人 + 和 1-2+ bj)E 玉 [xz], 则 由 四 知 
几 -1= 有 4) 
注 及 后 可 着, 则 存在 S(x)E Prj, 使 4-1= gd4)， 


高 葡 代 数量] 散 精 种 


677. (日 本 京都 大 学 】 设 组 方 阵 4 在 萤 数 城 上 全 部 特征 值 为 1 ,…， 
hv, 设 P(x]) = + 区 站 4)= jd + 的 全 部 


特征 值 为 吧 ( Ai， 到 
证 ”由 若 当 定理 ,存在 可 乾隆 了 俩 


站 1 闪 
rr-| 2 | 匀 
心 页 


再 由 
7T-1p(4)Y = 科 -1( 生 4 + … 有 站 二 本 加 ?了 


和 | 一下 | | 


刚 避 


员 [1 
-| 一 
杀人 As 


汕 包 知 gf 4 的 全 部 特征 值 为 (4 of) 
注 “此 绪 时 也 称 为 许 尔 定理 . 
678.[ 中 国 科 学 院 ) 求 和 矩阵 号 的 特征 值 

1 2 3 


于 中 
23 中 1 

中 所 -| 
解 〈H 令 4= , 见 

[，] 
1 号 一 本 = na= 工 
= 

了 也 如 


站 
2) 可 证 和 =| | , 色 = | 2 
吕 0 


【3 瑟 = 瑟 +24 二 34 生 +- 二 nd 上 

车 今 8(x) = mm-1+…+3c+2x+1. 刚 
吕 = El)- 

那么 由 上 题 知 站 的 全 部 特征 值 为 


高 尊 代 雪 银 解 精 入 


三 (人 站 2 

679.( 南 京 支 学) 设 和 为 xn 给 阵 , 它 的 所 有 元 案 等 于 一 个 实数 
且 不 为 0, 有 也 证 : 必 有 实 系数 多 项 式 扩 1) ,使 乓 4) 为 4+ mag 的 道 和 阵 ,这 里 
所 为 寺 险 单位 阵 . 

证 今 呈 =4+ HaE. 刚 


攻 于 寺 1 人 人 @ 
本 如 
可 三 1] 
1 有 1= fa 1 
由 第 676 题 知 , 存 在 实 系 救 康 项 式 


品 [= 本 -1an + 十 十 丽 ， 
使 得 (4 + maB) -= 中 -1= 叶 呈 ) 
二 由 旧 吾 十 苔 天 


= 机 -区 症 + paE)n 1 十 由 帮 十 ma 请 )+ 呈 吾 吃 
将 员 式 右 映 展开 
ED) = 

= 扎 训 )， 


其 中 所 = mm 人] 

580.{ 北 京 天 学 ,1]992 年 ) 设 4 是 一 个 m 级 复 定 阵 , Pa) 是 4 的 特征 
雪 项 式 ,求证 :4 可 对 角 化 的 齐 分 必要 条 储 是 如 果 = 是 庆 4+ 的 上 重 根 , 则 中 
-入 的 秩 等 于 = 天. 

证 设 大 人 = 一 扑 )A- 加 (一 本 )， 记 

其 中 ai, am 互 本 相 同 , 关 0= 1.2,…5), 且 

门 十 度 寺 三 一 下。 

人) 先 证 必要 性 . 设 4 相 做 于 对 角 阵 , 即 存在 可 递 阵 FT= (oo…w,) ,使 

全 | 克 1 
T-147 = 全 


号 m 


高 尊 代 数 题 解 精 村 


心 
《an - aa) 瑟 ? 
兄 -区 四 下 ~- 几 ) 下 = 
(ai 一 ai 有 
和 (开赴 = 证 记 十 十 和 兰 拓 一 了 |- 
娄 似 可 证 


稚 {w 王 -有 由) 一 上 -mi= 1,2，3). 

《2 再 证 充分 性 . 秩 (a 严 -4 = 下 -天 (i= 2 

因此 齐 次 线性 方程 组 (ww -三 - 4)x = 的 基础 解 系 为 所 沼 向 量 为 r 个 
ti= 124 那么 

在 (zi - 43x = 站 中 ,有 广 个 线性 无 关 的 等 征 向 量 为 ， 

ce 

在 (az 瑟 - 4)x = 人 0 中 有 靖 个 线性 庆 关 的 特征 向 量 为 

Cr1v， ”全 2 

在 (ea 丘 - 4) = 人 中 有 ”个 二 性 无 美的 特征 向 笑 为 

人 + 4 

而 且 不 同 特征 值 的 特征 向 量 叉 线性 无 关 , 令 

乡 = 【al or 


县 了 为 可 道中 ,而 


入 1 克 -| 
4 了 


虐 即 有 


1 下 1 
ran| … | 
儿 总 


即 4 可 对 角 化 ， 

往 : 本 题 是 证 明 ,4 可 对 角 化 一 特征 值 的 代数 重 数 = 它 的 几何 重 数 . 

681.( 华 中 师范 大 学 ,1993 年 ) 已 知 生 为 3 个 阶 矩阵 ,1 是 4 的 特征 
多 项 式 的 3 重 根 , 证 明 : 当 穆 (4 - ioB) =1 时 ,4- ao 史 的 非 零 列 向 最 是 4 
属于 特征 值 io 的 一 个 特征 向 其, 其 中 吕 为 3 阶 单位 阵 . 

证 ” 击 假 设 知 4 的 若 当 标准 形 为 


痛 葡 代 歼 得 入 和 精 御 


存在 可 逆 阵 了 ,使 7 47 = 上 


0 1 0 
T-44-Mogyzr=|0 0 0|， 


0 00 
用 一 ho 电 = 区 人 … 中 
0 由 
全 症 - 加 瑟 = (月 , 户 , 记 ) ,其 中 及 为 4- 如 的 列 向 量 ,由 仙 知 4- 1 
玫 必 .理由 思 知 
0= 【二 40 拓 = 0 瑟 开 启 , 访 ,成 )， 地 
由 二 知 ,多 = 有 【=12,3) 全 


… 当 员 z 关 0 时 ,由 地 知 记 为 4 属于 an 的 特征 向 量 . 

682.( 自 编 ) 设 4E 严 ,所 1 为 4 的 特征 多 项 式 ,m(4) 为 和 的 最 小 碌 
项 式 ,g(2) 为 4 的 革 一 零 化 当 项 式 . 

再 设 和 为 大 2) 的 要 集 , 时 :为 普 人 1) 的 枢 入 ,1 为 sx 的 根 舍 ,证 明 : 

(1 = 和 

{273 1 C 3; 

(3) 当 (ea ea =1 时 ,4 可 对 前 化 ， 

证 【1 设 4 的 示 变 因子 为 相信 二 (起 人) 出 

所 = 心 

mn) = 直人) 

中 0 和, 则 0= 天 aa)= fa 可 fa 二 fa) 

则 存在 上 有 让 (ay= 中 但 二 (JE 二 人) 过 (aa)=0. 

此 即 ae 帅 … 利己 和， 

反之 ,VEE 千 , 则 二 (8)=0, 由 直 有 天 妇 =0, 此 即 冯 E 遇 afae 
帅 )， 

综 上 有 时 = 

{2)8(1) 是 二 的 堆 化 老 项 式 , 刀 人 4) 是 4 的 最 小 多 项 式 . 

(AD)， 

即 存 在 At 人 pa) 使 


商 等 代数 题解 精 梓 


gf = 过 (中 六 )， 盐 

由 名 得 本 世 千村 C 村， 

(3) 当 (ga4) ga =1T 时 ,那么 和 人) 无 重 根 , 由 名 知 吧 (4) 无 重 根 ,4 
的 最小 多 项 式 无 重 根 ,4 可 对 角 化 { 即 4 相似 于 对 和 阵 )， 

注 : 人 由 本 题 中 邮 | = 好 ,是 指 最 小 黎 项 式 的 根 梨 与 特征 移 项 式 的 根 集 相 
司 , 查 重 数 可 能 不 间 ,比如 4E 到 <4 

1 -1 
ji Te 
A- ] 
4 -1 

则 Fa =t-1estayeA-l ,这 时 晤 = 和 = il 但 1 是 AAA) 的 4 
生根 ,而 1 是 4 的 量 小 多 项 式 的 单 根 . 

二 本 题 中 昌 ,C 让 ,表示 和 出 了 4 的 一 个 堆 化 案 项 式 ,就 是 给 出 了 特征 
根 的 取 值 范围 ,但 本 中 的 数 丰 一 定 是 4 的 特征 根 , 只 能 说 4 的 特征 根 在 
40 的 范围 内 ,不 会 在 属 立 儿 , 纪 如 4=0OE 严 *4 由 候 =0, 那 么 验 -y 是 4 
(=0) 的 零 化 才 项 式 , 则 16 = 10,1, -1 ,而 征 = 10， 

饥 … 特 征 密 项 式 AAA) 志 是 4 的 堆 化 康 项 式 , (AL .F0aD)=1,4 可 
对 角 北 . 

出 本 题 对 于 求 行 列 式 的 值 , 求 矩 阵 秩 , 判 断 对 角 化 , 求 短 阵 特 征 值 等 方 
面 都 有 广泛 的 应 用 . 

683.! 华 中 师范 大 学 ,1993 年 设 4 为 = 阶 方 阵 ,7 为 阶 单位 阵 . 

4 和 = 

(1) 求 行列 式 17+ 二 [与 17- 41 

2 证 明 :4 的 迹 等 于 4 的 秩 ， 

证 设 竺 4=r. 

f1) 册 如 -4= 和 0 可知 ,z(A)= 入 -是 4 的 堆 化 多 项 式 , 由 上 题 知 ,4 
的 特征 值 只 能 是 ! 或 四 , 马 


可 (= AAA- 和 
无 重 根 ,由 上 题 知 4 可 对 和 角 化 , 即 存 在 可 逆 阵 了 ,使 
7- 47= 人 | ] 中 
0 0 
27 
-0407=| (全 


高 硅 代 数 王 解 精 榨 


r-20-47= 人 | ] 二 


17+ 几 1 一 2 
| 
(-1"， r=0 

(人 先 证 相似 矩阵 ,具有 相同 的 迹 . 设 4 = (wj 。, 娃 = ( 怒 )。s 4 且 . 

丰 和 如 十 要 六 十 二 十 和 十 

丰 呈 二 有 DT 

其 中 心 ,…, 为 4 的 全 部 特征 值 ,和 ,zi 是 也 的 全 部 特征 值 ,而 相 
伺 矩 阵 有 相同 特征 值 . 

. 明 一 上 电 . 


(Ci ) 再 证 可 = 秩 相 
直 @@ 知 4-[” 
各 蜂 


-ma=z[- ,] =r= 秩 4. 


684.[ 中 国人 民 大 学 ,1992 年 ,东北 工学 院 ,北京 航空 航天 大 学 ) 设 方 
阵 4 关 0, 但 桩 =0(k 是 某 一 正 整数 ) , 财 4( ?相似 于 对 角 和 矩阵 . 

【4) 一 定 能 【不 一 定 能 (5C) 不 可 能 

答 :( 如 ,由 概 设 可 设 站 是 4 的 零 化 多 项 式 , 则 4 的 最 小 多 项 式 为 和 (1] 
< 下 守 丰 ,由 于 最 小 多 项 式 有 重要 ,因此 4 在 可 能 相似 于 对 和 角 阵 , 故 选 CC) . 

685.( 中 国人 民 大 学 ,1992 年 ) 设 axnu 实 托 阵 4, 廊 是 42-24-35= 
以 五 是 mx 单位 阵 ), 证 明 :; 存 在 非 退 化 抑 阵 了 ,使 了 147 为 对 角 阵 . 

证 由 假设 知 4 存在 霍 化 才 项 式 

Sa)=i-24-3=(4-304+1) ,而 gf 无 重 根 , 所 以 4 相似 于 对 
和 角 阵 , 即 存在 可 逆 阵 了 ,使 了 -142 为 对 和 角 阵 . 

035.1 华 中 师范 大 学 ,1999 年 设 复 矩 阵 4 的 最 小 多 项 趟 

放 i) = -1 

证 明 :4 与 对 角 阵 相似 ， 

证 (人 PAGE 1,2 避 2-1= 1 

即 4 的 若 小 多 项 式 无 重 栋 , 所 以 4 的 初等 因子 都 是 一 次 式 , 所 以 4 相 
似 于 对 角 阵 . 

好 ?7.{ 武 汉 大 学 ,1997 年 ) 设 mn 上 为 正 整 数 ,4 为 xz 上 矩阵, 证明, 如 
果 灿 =0, 则 8+4 是 可 道 阵 , 这 里 了 上 是 sx 单位 阵 . 


高 等 代数 古 解 精 特 


证 由 假设 知 4 有 等 化 多 项 式 g(2) = 六 ,由 第 铝 2 题 知 4 的 特征 根 只 
能 是 0, 再 由 若 当 定理 知 


山 
rr| | 由 
了 


3 
刀 工 


其 中 发 = 玫 二 2 


| 丝 
1 oz-| 本 | 
夏 1 


17+41=1,.-.7+ 肯 为 可 逆 阵 ， 
688. (村 京 太 学】 设 4= (mr 为 只 复 方 阵 , 且 42 = 4， 
Ri4=t3IZ=4Y+ 取 让 一 切 上 xl1 复 矩阵 上 ， 全 


试 证 ; R(4) 的 维 数 等 于 忆 必 - 
证 业 =4, 由 第 人 3 是 (2)} 知 


说 = 悉 击 。 

他 = 人 ,并 定 光 了 的 变 边 

罗 fy] = dy 人 (全 ) 
刹 和 证 = 是 刀 上 一 个 线 任 变换. 则 

灵 ( 4 = at 以 值 城 ) 


了 到 下 的 一 组 基 
避 
] 站 
1 
E] 三 = | 站 直人 则 
] ， 了 E2 二 En 一 人 
: 
人 ]} 
ae 1 攻 


nd = 丰 m= 秩 4= 宇 厨 - 


689.[ 北 京 大 学 ,1996, 北 京 航空 航天 大 学 ) ， 级 矩阵 4 称 为 周期 短 陈 ， 
如 果 存 在 正 整 数 m, 使 4 = 1, 其 中 /为 单位 矩阵 , 证 明 ;复数 域 上 的 网 期 矩 


件 - - 定 可 以 对 角 化 . 


高 警 代 数 题 和解 精 入 


证 由 已 知 条 件 积 ,4 有 零 化 密 项 式 
AT 如 -1 
而 (大 4) ,Pa =1, 即 交 1) 无 重视, 所 以 二 可 对 前 化 . 


注 :在 实数 域 上 不 一 定 可 对 角 化 ,此 为 .4= 人 必 则 如 = 7 但 ME- 4 


= ixz+1 无 实 特 征 值 . 

6090. [武汉 大 学 ,2000 年 ) = 院 方 阵 4 不 能 与 对 角 阵 相似 的 条 件 是 

(A) 方 阵 4 有 m 个 线性 无 关 的 特征 向 量 

【B) 对 4 的 每 个 特征 值 4, 和 矩阵 逮 - 4 的 秩 与 4 作为 特征 根 为 重 数 之 各 
为 

(C4 的 量 小 多 项 式 只 有 童 根 

(ID 下 的 一 切 圭 化 康 项 式 都 有 重 根 

答 以 . 当 站 的 一 切 零 化 多 项 式 都 有 重 根 时 ,那么 4 的 最 小 才 项 式 吕 
(4 儿 也 是 零 化 多 项 式 之 一 ) 也 有 重 根 ,所 以 4 不 能 与 对 角 阵 相 狼 ， 

人 的 1.{ 华 中 师范 大 学 ,199% 年 ) 设 4 是 3x3 和 矩阵 ,42= 玲 , 但 放 关 土 瓦 . 

征明 :4+ 玖 与 4- 旦 中 有 一 个 物 为 1, 另 一 个 秩 为 2, 其 中 已 是 3 阶 单 
位 根 . 

证 自己 知 条 件 知 ,4 有 汐 化 密 项 式 1-1= 人 44+HD0- 1. 它 无 重 根 . 
钙 此 4 相似 于 对 和 角 阵 . 而且 4 的 特征 值 只 能 是 1 或 - 1， 

再 由 于 4 关 寺 吾 , 因 此 4 的 特征 不 能 全 是 1 或 全 是 - 1, 从 而 有 两 种 可 
能 ， 


1 
11 当 rr 1 | 
-1 


2 
了 -1(4+ ar-| 2 | 
0 


0 
rarr| 他 | 
二 


秩 (4+ 天 =2, 秩 (4 一 巨 ) = 1. 


(2) 当 rz-| -1] | 
-1 


高 苯 代 娄 题 名 精 术 


了 
rrar| 0 | 
0 


性 
| 之 沁 | 
= 洒 


秩 (4+ 瑟 )=1, 稚 (4- 吾 ) =2. 

妊 上 取证 . 

602.( 武 充 大 学 ,1998 年 ) 设 4 是 nmnxn 复 矩阵 , 且 有 正 整 数 上 使 下 = 
!( 单 位 矩阵 ) ,4 = (au 7 = 总 当 称 为 4 的 迹 , 从 < 表示 复数 = 的 共 
和 . 证 明 

fl)4 是 可 逆 拒 阵 ; 

(21 下 (4 -1 = 下 4， 

证 [1 … 术 = 了 14=1 141x<0 即 4 是 可 道上 矩阵 . 

(2) 设 4 的 na 个 特征 值 为 1 ，…,，》， 


4 电 
他 oo 人, 则 入 = 过,0<isi-1 .过 
4 -1 的， 个 特征 值 为 3- 二. 
II 
1 ee - 鲜 
7r4= 十 2 二 
7 图 
先 看 % ,由 全 知 = 过 f= ou 措 + am 和， 
人 
1 上 乒 
414i=] 如) 
由 加 ] = 巡 = 和 站 -1 介 
由 晤 , 国 香 和 = 对- ( 吃 
类 们 有 和 = 和 1， 国 =1 和 2 

Te . 
7 了 rn4 三 
对 对 让 
二 + 二 
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=AI+1+…+ 如 = 7T4. 


693.{ 吉 林 工 业 大 学 } 于 级 欧 氏 空间 了 的 线性 变换 5, 精 足 wm + = 


6" ,证 明 : 迹 = 以 题 中 履 表 示 零 变换 , 迹 z 等 于 p 在 Y 之 某 基 底下 对 应 抑 
阵 的 迹 数 ). 


证 


取 耻 的 一 组 蒜 el pe ,上 且 ctei) = 人 全 
由 oa+ez=D0 da+ 用 = 站 
那么 SC) = ia+A<uatiz+l) 是 4 的 零 化 多 项 式 . 设 由 (1) 为 4 的 最 


小 煞 项 式 . … 三 (4180A). 


[1) 当 aiy=u 时 , 则 0= 了 4)=4 … 迹 = 7Td=0. 
(2) 当 此 (= 2+1 时 ,rn 为 偶数 ,此 时 


赂 本 
| 


和 迹 = 下 4= 人 5=D. 
3 当世 (= az+H 时 ， 


nb 1 
| 


和 g= 74= TOC=0. 


44.{ 北 京 大 学 ,1990 年 ) ai- 1 0 
3 


(4 在 复数 域 上 可 对 角 化 ， 

(2)4 在 衣 理 数 域 上 不 可 对 角 化 . 

证 (RAT= 1 站 -41= 旭 -343+124 一 有 

PCA)=312 -6+12 

用 馈 转 相 除 法 可 证 得 (AAA)) =1… 在 复数 域 上 4 相似 于 对 角 


高 得 代 数 题 香精 梓 


(2) 若 4 在 有 理 数 域 上 可 对 角 化 ,那么 4 的 特征 值 必须 都 基 有 理 数 .从 
而 六 A) 有 理 根 .而 大 4) 的 首 项 系数 为 1, 从 而 六 ?的 有 理 概 必 为 玫 数 概 . 由 
于 六 4) 的 常数 项 为 -名 .如果 上访 4) 有 整数 根 必 为 二 1, 土 2, 土 4, 土 8 用 综合 
除法 验算 它们 都 不 是 所 24) 的 根 .因此 不 站 无 有 理 根 . 从 而 得 证 4 在 有 理 数 
域 上 不 可 对 角 化 . 

4695.[ 湖 北大 学 ,2001 年 ) 让 明 :(1)? 方 阵 4 的 特征 根 全 基 霍 的 充 要 条 
件 是 存在 自然 数 严 , 鸽 4 =0 

[2)} 若 4 =0, 则 14+ 史 | = 1, 这 里 扣 是 与 4 同 阶 的 单位 阵 . 

证 1) 先 证 充分 性 ,由 于 4 =0, 则 xm 为 4 的 零 化 元 项 式 .4 的 特征 
模 全 是 零 . 

再 证 必 贺 性 . 由 于 4 的 特征 李 全 是 堆 . 由 车 当 定 于 知 


了 
rr| 这 引 
史 


恬 ] 
其 中 六 = se (天 三 下 到 2 的 


侨 
= 羽 = 


有 证 下 


再 
由 站 得 了 47T=| … | =0… 可 = 站 
并 


(2 由 4 =0, 那 么 4 的 特征 值 全 为 0, 从 而 有 吕 式 成 立 . 
1] 其 
1 

| ， 


1 
1 六 十 匹 | = ]. 


506.[ 清 华 大 学 }) 设 4 是 ”级 敌 等 阵 , 且 秩 为 r, 试 求 

避 ) 撼 阵 4 的 相似 标准 形 ,并 说 明理 由; 

(2 计算 12 乓 - 41 ， 

解 !) 因 为 4=4, 从 而 4 有 无 重 根 的 零 化 多 项 式 g(1) = 12- 1. 
由 于 &aA) 无 重 根 ,所 以 4 相似 于 对 角 阵 , 且 特 征 值 兵 能 是 1 或 0 


南 壮 代数 王 郝 精粹 


再 由 秩 4 = ", 所 以 存在 可 逆 阵 了 ,并 有 4 的 相似 标准 形 为 : 


其 中 六 为 上 组 单位 阵 ， 
(2 由 全 有 


,12 号 一 表 | = 一 2 


号 
7 2 号 - or| 
2 


67T.! 南 京 大 学 ) 车 复 数 域 请 上 的 防 方 阵 4 加 = 由 1< 严 芝 m<m) 
求证 :4 必 和 与 一 个 对 角 阵 相似 , 苦 刀 于 实数 域 ,如 何 ? 
证 ”由己 知 条 件 4 有 零 化 密 项 式 g(CA) = 如 -1. 而 (5(A) efA)) = 1， 
所 以 4 相似 于 一 个 对 角 阵 . 
在 实数 域 上 结论 不 一 定 成 立 . 比如 

0 -1 


名 扣 马 一 
己 号 刻 局 
二 总 避 


则 4= 4. 但 

避 一 下 1 一 (42 1 中 

而 4 在 实数 域 上 相似 于 对 角 阵 ,必须 4 有 5 个 实 特 征 概 . 由 全 知 4 只 
有 3 了 个 实 特征 根 . 故 4 在 实数 域 上 不 能 相似 于 一 个 对 角 阵 . 

的 8. [千林 工业 大 学 ,江西 师范 学 院 ) 对 阶 矩阵 4 ,如 果 人 项 业 =0 的 
最 小 正 整数 上 . 则 称 4 为 上 次 禾 零 矩阵 .证 明 : 所 有 阶 * -1 次 午 零 算 阵 彼 
此 相 侧 . 

证 设 4 是 = 骸 m -1 次 竺 办 拭 阵 , 刚 

| We 中 

出 开口 人 ss<n-] 由 

由 吕 , 轧 知 4 的 最 小 才 项 式 四 (4 = 如 -1 

而 由 04 二 (过 = 

丰 (4)=… 和 = 是 -(A)=1. 

这 就 得 到 :mn 院 z- 1 次 等 公 算 阵 4 的 栗 变 国 子 为 

1 全 


高 千代 数 是 解 精 料 


由 于 任何 m 有 阶 = -1 次 圭 稚 矩阵 总 也 只 能 得 到 同样 的 不 变 子 雹 ,从 而 
它们 有 相亲 的 不 变 因 子 , 所 以 4 -~ 卫 ， 

699.【 吉 林 大 学 ] 设 秩 竺 = 秩 ( 业 +11. 证 明 :如 果 4 有 零 特 征 值 . 则 等 
特征 对 应 的 初等 因子 次 数 不 超过 上， 

证 设 4 的 若 当 标准 形 为 

加 
FT-H47 = 人 中 
风 

其 中 凡 为 4 中 所 有 特征 值 为 0 的 若 当 形 矩阵 { 即 天 中 可 能 有 若干 个 
车 当 块 ,其 主 对 角 继 元 均 为 六. 其 它 若 当 块 50= 1,2,…，, 昌 的 特征 倡 均 非 
过 , 即 

1 天 疙 2 

另外 设 上 为 而 中 最 太 块 的 级 数 , 它 对 应 的 韧 等 因子 为 克 , 下 证 民 

用 到 证 法 .车 上 > 大, 则 由 吓 式 有 ， 


起 
了 -14 多 
天 
天 +1 
下 -1 + 一 他 
区 
这 时 由 于 贞 =#0, 所 以 
秩 [ 局 ) > 秩 { 商 :1). 由 
但 1… 革 都 非 奇 异 ， 
… 秩 (= 秩 ( (= 1 2 1) 名 
从 而 由 地, 轩 , 由 ,加 有 
秩 上 全 > 稚 (44+ 0)， 


这 与 假设 矛盾 . …: 到 后. 即 证 零 特 征 值 对 应 的 初等 因子 的 次 数 不 超过 天. 

700.( 中 国 科技 大 学 } 证 明 :nm 阶 方 阵 4 相似 于 对 角 方 阵 的 充分 必要 
条 件 是 对 每 个 数 几 ,由 { 央 -4i2xr=0 可 以 导出 fa - 43x = 站 ,其 中 吕 是 单 
亿 方 阵 ,z 是 a 妈 列 向量. 


高 送 代 数 是 许 精 粹 


证 设 肪 是 (mo-4)x=0 的 解 空间 , 凡是 (faeE - 4)2x =0 的 解 空 间 ， 
条 件 “(aE - 4)2xz =0 可 以 导出 (wE - 4)x = 人 的 含 章 是 扩 筷 作 , 查 总 有 儿 
忌 及 ， 

因此 本 题 可 改 为 4~ 对 角 阵 一 对 信 oE 厂 总 有 本 = 访 ， 

先 证 必要 性 . 设 


41 
了- | | 全 其 中 4 为 4 的 全 部 特征 值 . 
1 


当 o 基 届 全 = 1,2,… 和 时 ， 


全 一遍 ] 
ro-| | 
硬 一 由 


{ z 2 
TaoE - 4)2 人 = 和 . 
(了 


… 秩 (az - 4)= 陵 (e 下 -4 
Enmm=T~ 秩 (a5~4)7=m- 秩 (aE -42= 直 mP， 
而 C Ta 
由 人 ,号 即 证 mi = 六 
当 ww = 总 ( 述 可 能 有 多 重 特征 值 .证 法 类 做 ) 

如 一 而 


过 


了 -To 下 + 丰 = 总 
一 
《人 


了 -Ha 有 - 放 妈 了 = 人 


人 
仍 有 秩 (o 四 -4)= 秩 (ou -用 )2， 
= 六 即 用 = 内， 
再 证 充分 性 . 设 岂 = 亿 . 用 反 证 法 , 若 4 不 相似 于 对 角 阵 , 则 由 车 由 定 


高 车 代数 是 和 广 精粹 


理 , 一 定 存 在 若 当 形 些 阵 了 
和 


那么 全 = ea, 出 
和 一 岂 ] 
好 一 下 
吕 
Ta-4)7= 
1 
0- . 
ag 一 史 
【总 一 六 2 
【《 -大 
| 
YeE- 4)27= 0 . 思 
二 全 
0 
站 
《ea 一 了 
由 地 ,成 知 


秩 (ap -ay> 秩 (am- 4) 

< 的 闫 从 也 唐 . 

凑 雇 二 相 朴 于 对 角 阵 ， 

701.1 华 中 师范 大 学 ) 设 半 与 对 角 阵 玉 相 似 , 求 证 : 

( 品 对 某 数 1 与 某 向 量 *, 有 (5 - 4)zzr=0 册 (已 -4x=0i 

(2 者 m 是 4 属于 某 一 特征 值 io 的 特征 向 量 , 风 不 存在 向 量 ,使 


【五 一 几 Jy = 如， 


二 千代 歼 题 解 精 栖 


证 〈 刀 由 上 题 得 证 . 
[2 用 素 证 法 , 若 线性 方程 组 (1o 忆 -~- 4)7 = mo 有 解 , 设 为 伯 - 
40 


4 1 
且 相 应 特征 向 其 为 za 和- 人 念 了 = 【xyw 和 1, 则 
7- 47= 虽 . 
所 以 如, 好 ,和 -1 线性 无 美 ,从 而 它们 为 严 * 的 一 维基 .所 以 
加 = 吉大 十 熙 2 十 二 1- 

刘 =《a0 王 一) 各 =4030 一 4 

= 和 AM0xz0+ 二 二 人 Ta 

=【《 殉 140 一 此 让 刘 二 十 二 《本 1 1) 1， 

这 和 与 区 让， 区] ,… ,5 线性 无 关 矛 盾 . 所 以 不 存在 Yy, 居 {12o 严 - 则 )y = 村 自 。 

702.【 吉 林 工 业 大 学 } 已 知 ” 阶 方 阵 4 可 与 对 角 阵 相似 ,ao 是 4 的 一 
个 特征 根 ,xo 是 4 属 特征 和 ae 的 特征 向 量 , 试 证 : m 元 线性 方程 组 (2 - 
axr = xz 无 解 ， 

证 ”由 上 题 (2) 得 证 ， 

703.[{ 郑 州 大 学 } 设 4, 绰 是 = 级 方 阵 , 户 (4} 是 矩阵 吾 的 特征 多 项 式 . 
证 明 : 太 (4) 是 可 道 阵 的 充 要 条 件 是 4 与 妃 设 有 相同 的 特征 值 . 

证 设 4, 的 特征 值 分 别 为 1 和 AP 各 则 

而 (= 1 下 -下 [=( -Ap 

用 (4) =【 半 一 天 王八 甫 一 Ps 思 ]… 扩 册 一 可 )， 

1a 呈 -41= 太 (= ty， 

1 一 可 | = -Ts 区 -4=(-DDM 人 AD 

= (1 Pa -Ar 

| 再 (让 = | 和 - 产 2 下 | 关连 | 

= [用 (AD 让 Ce …[(a -AD] 

(4 林道 二 Ji4)1 天 0 天 司 (了 = ] ,，… 且 ， 

注 当 4 是 n 绥 方 阵 , 呈 是 mm 绷 太 上阵, 上 面 结论 仍 成 立 . 证 法 同上 . 

704.( 华 中 科技 大 学 } 设 4, 日 分 别 是 复数 域 上 大 阶 和 1! 阶 方 阵 ,并 且 
4 ,五 有 公共 特征 值 . 证 明 :4f = 古 只 有 一 解 王 =0. 

证 xx 是 天 x 所 阵 . 由 4= 好 , 则 


外 优 旬 


高 敬 代 数 是 角 精 和 粹 


42 和 = 4) = (4 了 = 各: 


用 数学 归纳 法 可 证 

4 下 = (让 让). 中 
设 关 4) = 1 -4 ,由 遍 莱 定理 ,可 知 所 4) = 
由 作 可 证 
不 4) 古 mW)， 世 
5) =10. 


由 上 题 知 记号 可 道 ,… 天 = 中 

705.( 中 出 大 学 } 设 4, 二 是 *xan 眶 阵 ,C= 此 -而 ,有 旦 妇 与 4 用 可 
变换 .证 上 朋 : 存 在 正 整数 普 , 使 如 = 0 

证 ”用 数 学 归纳 法 可 证 


4 - 4 = mp CE 吕 
当 严 = 时， 
中 式 左边 = 钻 - 现 =C=1.BC  { 职 = 是)， 
= 名 式 右边 . 
归纳 假设 结论 对 秋 = 上 ~- 1 成 立 , 即 
4 一 人 4 地 


再 当下 = 天 时 ,将 后 式 两 边 左 东台 得 
(二 天 -IC= 机 天 -1 吕 4 
=( 4- CC 有 -1 4 
= 4 下 - 24- [1= 4 环 4 -中 -1C， 
移 项 后 即 证 
4 - 素 4 = 1 

即 山 式 对 羔 = 上 也 成 立 , 从 而 得 证 对 一 切 自 热 数 成 立 ， 
设 喇 的 特征 多 项 式 为 

扎 刘 = 如 十 页 -入 去 
那么 凡 B) =0. 再 由 巴 知 
了 (IC= BIT- 折 是 )4=0. 
0=4LP(Bel-ir(aoC]4d 
= 有 [48 一 友 14)C+ 权 14 4 

(4B- 2d)C 

= 下- 各 + 2322 
= (人 
继续 下 去 可 得 


高 带 代 数 题 赦 精 坟 


NEBJCn = 由 时 

杠 关 mx) = 于 天 且 ) = 由 电 . 

0= FL) 人 = ml 人 = 人 

706.1 重 旦 大 学 复数 扰 上 上 as xn 矩阵 4,8,C 若 妇 - 到 =C 并 且 民 7 
可 以 与 4 和 有 吕 记 换 . 习 的 特征 值 全 为 和 

证 由 上 题 知 们 =0. 从 而 加 为 妃 的 零 化 过 项 式 , 所 以 《的 特征 值 全 
为 中 

707.[ 外 川 时 经 学 院 ) 藻 ji 为 上 阶 方 阵 4 的 大 重 特征 根 , 则 0 对 成 的 
个 特征 向 量 2 , Z2…，, 到 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 秩 (j0 瑟 ~- 4) = 严 一 大. 

证 ” 先 证 必要 性 , 令 

耻 =TZ147 = io2 ,ZE 严 } 


有, 且 线性 无 关 


有 3 心 
区 由 于 拖 何 重 数 过 代数 重 数 

大 二 
由 中 ,四 有 dm 下 = 到. 号 


但 地 nm = 一 秩 (ao 呈 -4)- 

履 秩 (an 下 -44) = 站 一 碍 ml = 口 一 吉 ， 

再 证 充分 性 . 秩 (io 玖 - 4) = 间 一 上 上， 

这 mA = 了 一 禾 ( 人 0 有 -4 = 二. 

取 内 的 一 组 基 Z1 Za 上 即 为 所 求 . 

70.( 上 海 交通 大 学 ) 设 方 阵 4 与 互 ,-。 的 特征 多 项 式 互 宕 , 试 证 ， 
满足 4 = 全 的 答 阵 4 必 为 零 矩 阵 . 

证 第 704 是 邵 证 . 

709. (南京 大 学 ) 设 抽 1) 为 1 的 复 系 数 多 项 式 ,* 阶 复 和 矩阵 4 的 特征 
根 都 不 是 扎 A) 的 霍 点 , 试 证 : 矶 4) 的 送 矩 阵 可 表 为 4 的 多 项 式 ， 

证 设 1an, 为 4 的 全 部 特 钙 值 ,那么 丸 4) 的 全 部 特征 值 为 

天 1) 

[天 放 时 二 天 所 3 六 帮 了 

所 4 可 族 ， 


高 敬 代 歼 业 解 畏 林 


FJ) -1I= 玉 -1= 有 (有 = 下 和 二 二 是 丰 在 

= 和 LA4) e+T… 二 碳 [ 护 4]+ 闸 帮 

= 人 由 十 (0 五 . 

710.1 山 东 大 学 ) 设 4, 旦 为 辣 阶 矩阵 ,由 = 吕 , 证 明 : 

(134 相 私 于 对 朋 阵 , 且 对 角 钱 元 素 皆 为 次 单位 要 |; 

(2) 设 出 -4 开 -14+ 出 -+ 要 + 匹 =0, 则 电 的 特征 值 都 基 ; 次 单 
位 杠 . 

证 1) 由 起 设 知 4 有 零 化 密 项 式 羡 4] = 虹 -1 避 由 于 (人 (4 
= 1， 

所 以 4 相似 于 对 角 阵 ,而 且 设 4 是 4 的 转 征 值 , 则 

i= 1 
即 4 的 特征 值 均 为 次 单位 根 . 此 即 有 


几 ; 
rr| 本 人 
几 。 


而 对 =100=1,2,-…,a)， 


(2) 已 知 

有 心 
在 山 式 两 边 左 乘 4 , 左 乘 晴 , 并 注意 出 = 克 . 所 以 

末 + 出 1 环 -1++ 王 丈 + 要 =0 地 
节 - 山 得 

囊 - 五 =. 可 = 互 ， 


则 由 上 面 (1) 知 , 呈 的 特征 信 都 是 次 单位 根 . 

711.( 新 这 大学】 设 4 是 秩 为 上 的 a 阶 方 阵 ， 

( 巧 证明: 妃 = 4 的 充 要 条 件 是 存在 秩 为 "的 sxr 和 矩阵 袜 , 使 得 4 = 全， 
BC= 瓦 ,其 中 品 汐 r 防 单位 阵 ; 

{2) 当 42 = 4 时 .证 明 :12 关 -41=2n-r,14+ 百 | = 全 . 

证 《由 先 证 伙 要 性 . 设 4 = 4, 秩 4=r, 刚 存在 可 逆 阵 沁 使 


六 == 下 | ]] 了 = 了- 册 [所 :0]7= 0B， 


中 
其 中 C=r| je 亚 且 秩 C= 
月 = | 中 , 作 ] 下. 


高 壮 代 数 惠 解 精 入 


8C=[ 足 儿 ] rr] = 罗 . 


再 证 充分 性 . 设 4= (, 了 = 五 , 秩 C=r, 刚 
本 = 人) 人 = (=44. 
《2) 设 由 = 4 , 旦 秩 4=r, 所 忆 存 在 可 道 阵 


0 
户 4p=| 。 . 
吾 0 
-人 苦 了 
六 -以 2 站 OP=j 5 
12 吾 -1 = 2 7， 
2 已 
P-114+ 呈 = 
王 。 
小 1 和 加 | 二 27. 
37123, 1 日 本 电气 通信 大 学 1 证 明 :,n 阶 阵 4 是 者 等 阵 的 充 要 条件 是 秩 4 
十 秩 {- = ， 人 
证 ” 先 证 必要 性 . 设 竺 = 4. 则 存在 可 道 阵 了 ,使 
r-M4T=[ 一 “] 过 
0 0 
其 中 = 秩 4. 
了 玉 尼 4) 和 二 二 ] 全) 
徐 ( 吾 - 帮 ) = 上 中- 


… 秩 4+ 和 欢 ( 五 ~- 4) = 严 . 

青 证 充分 性 . 设 稚 4 = >, 由 于 秩 4+ 秩 ( 巨 - 4) = 站 , 秩 4=r, 则 糙 ( 瑟 - 
4 = -Fr, 再 由 满 钦 分 解 (P176 第 331 题 ) 存 在 秩 为 的 mx r 类 了 柱 严 与 秋 
为 上 的 rxpn 托 阵 C, 使 4= 5. 


n~-r= 秩 ( 己 - 4) = 秩 ( 吕 -0) 兴 
构造 矩阵 

| 
| 


高 等 代数 题解 精粹 


一 秩 百 = 秩 ( 杞 -Gy+ 特 互 . 也 
2 区 | 的 同日 的 | 

… 芍 号 = 特 呈 + 秩 ( 电 -CE)， 全 
由 全 ,@@ 得 


移 ({ 忆 -PP)J+r=m+ 秩 (- 人 呈 ) 
-+r=+ 秩 ( 呈 - 全 ) 
履 答 (- 如 )=0 此 邯 om= 五 . 局 


TPRC)= FTC= 14. 

713. 设 4, 互 和 tr“ 48= 524, 且 4 所 都 可 对 角 化 ,证 明 : 存 在 可 逆 阵 
7, 使 7 了 -47 与 了 3 同时 为 对 角 阵 . 

证 由 于 4 可 对 角 ,. 从 而 存在 可 道 阵 中 ,使 


五 mi 
re| 23 | 二 
3 瑟 n5 
其 中 站 1 站 3 站 3 互 不 相同 , 且 TI 十 mi 十 "十 讶 二 性 . 
由 4B= 型 ,所 以 (PP 4P)IIP BP)=(P-1BP)(P 14P)， 过 
再 由 由 ,全 以 及 阁下 和 蜡 ,所 也 
如 
卫 : 
P- 8P = . 二 
局 


为 准 对 角 上 阵 ,其 中 及 为 由 xx 让 矩阵 .由 于 品 可 对 角 化 , 则 它 的 初等 因子 都 
是 一 次 式 , 再 由 图 知 素 的 初等 因子 也 都 是 一 次 式 .所 应 存在 可 道 阵 中 (= 
1,2,…) ,使 
民有 有 (下 = 1 2,…- ,9] 

为 对 角 阵 . 
再 令 

如 | 

用 > 


总 


书 产 ? 
刚 本 | 全 图 jms 由 
号 总 


再 令 7= 名 , 则 了 可 赣 , 下 


re 


让 可 
-| jaar 心 
外 


局 上 1 
re . 加 | | 和 
恕 由 


由 总 , 心 即 证 . 
714.[ 新 江 玉 学 ) 设 4, 忆 是 复数 域 上 an 阶 方 阵 , 45 = 型 ,又 设 存在 某 


个 正 束 孝 上 ,使 上 全 = 下 ,有 拓 瑟 .证 明 :存在 非 退 化 炬 阵 忆 , 合 P-14P 与 P-1 
8BP 届时 化 为 对 角 阵 , 旦 对 角 线 上 元 素 都 是 1 的 卡 作 方 根 . 


证 一 &A) = 入 -上 都 是 4,5 的 零 化 多 项 式 且 g(x) 无 生根 ,所 以 4 ,有 


都 可 对 角 化 ,由 上 题 知 存 在 可 道 阵 了 ,使 


旋 1 
rr| …. | 
由 


上 1 
六 -187 = “- 
Pn 


由 于 xf= lt=1 (=12 rm, 邵 证 . 
755.{ 北 京师 范 大 学 } 设 c,r 是 复数 域 m 维 向 量 空 间 上 的 两 个 可 对 


朋 化 的 线性 草 搞 , 旦 m= 和 证明: 也 可 坟 对 用 化 ， 


证 取 e en 为 了 的 一 组 基 , 且 
中 ET En 【ee 
fa = 全 

Ore ea (ET -ER 
rm 外 = 副 . 


高 替代 数 题 解 精 笠 


又 5,r 可 对 角 化 ,从 而 4, 电 都 可 对 角 化 .由 上 面 第 713 粮 知 ,存在 可 道 
阵 了 ,使 


如 Pi 
rr| Re | -| 攻 
1 An 


4 
romrerorri| 号 | 
Man 
因此 令 【em) = 《ea)T, 则 ma 也 是 了 的 一 组 基 , 且 


AR1 
arf aa | | 
Ap 
本 ef 可 忆 对 角 化 . 
716. [吉林 工业 大 学 4, 吕 均 为 n 院 实 对 称 阵 . 证 明 : 能 有 * 阶 正 交 阵 7， 
使 747 与 了 对 同时 为 对 角 矩 阵 的 充分 必要 条 件 是 由 = 出 . 
证 ”上 先 证 必 村 性 . 若 节 为 正 交 阵 ,使 


41 
ru-| ， | 
4 
产 1 
| 
产 


1 


41P1 
则 rurr| “- | = 六 下 4 了 了. 
下 


4= 出 . 人 
册 证 充分 性 , 仿 本 节 第 ?13 题 可 证 . 只要 将 证 明 过 程 中 的 可 道 阵 都 改 
为 下 变 阵 即 反 ， 
717.1{ 栖 建 师 范 大 学 ) 设 4,8 与 妇 都 是 = 级 实 对 称 阵 ,A 是 妇 的 一 
个 特征 根 , 则 存在 4 的 一 个 特征 根 ,, 和 中 的 一 个 特征 根 ( ,使 4 = xs. 
证 机 = 是 , 甩 = 卫 上 且 4= 148) = 中 = 弄 ， 
由 上 是 知 存在 正 交 阵 了 ,使 


高 世代 数 题 解 精神 


| 


1 翅 1 
这 rurr| ， ja 
由 


Got 

… 48 的 全 部 特征 根 为 el 5 ,aa 加 et. 

718.1 山 东 大 学 } 设 4 与 下 是 实 正定 矩阵 ,证 明 : 4 妇 是 正定 矩阵 前 充 
了 可 条 件 是 4 与 号 可 换 ， 
证 ” 先 必要 手 . 设 4 是 正定 阵 ,从 而 是 实 对 称 阵 ,所 以 4 名 = (后 ) = 是 4 
= Ed . 

再 证 充分 性 , 设 加 = 出 ,所 以 

【43487” = 好 机 == 员 =， 

即 48 是 实 对 等 阵 .由 于 4, 日 都 是 正定 阵 , 从 而 都 可 对 角 化 ,由 第 713 
辈 知 存在 可 道 阵 外 ,使 


4 
re| 


呈 1 
了 -1 67 = 
2 


六 IE 
4 “ , 旧 
ap 


Ai > 人 = 1 

即 证 45 为 正定 阵 . 

719.{ 中 国 科学 院 ] 车 m 阶 方 阵 4, 呈 ， 可 = 一 = 了 由 = 出 . 

试 证 :有 非 异 方 阵 己 存 在 ,使 PdP-: 知 PBP-I 同 时 比 为 对 角 线 上 都 是 
-了 和 1, 其余 之 缘 为 0 的 方 阵 . 

证 因为 gx)= 天 -1 是 4, 呈 的 蕉 化 事项 式 , gf x) 无 重 根 .从 而 4 ,如 
都 可 对 角 化 .再 由 于 4 = 列 , 宙 第 713 题 , 则 存在 可 逆 隆 请 ,使 


41 1 
站 1 产 -1 = ,PEP-I = 六- 
_ 4 mn 


| 入 3 和 {Es 2) 
ja 


| 站 > 日 人 =] 


高 王 代 数 题 解 铺 粹 


由 于 42 = 斑 = 帮 所 以 

好 = 后 = 人 =12 

二 十 2) 

720.( 武 没 大 学 ) 设 8 为 无 眼 个 = 级 矩阵 所 成 集 人 台 , 且 8$ 中 任 两 个 矩 
阵 相 生 是 可 交换 的 ,又 $ 中 此 个 给 阵 能 与 对 角 阵 相似 , 试 详细 论证 必 有 同 
一 个 满足 第 阵 严 ,使 对 于 8 的 在 一 矩阵 2, 便 有 忆 " 2ZP 必 为 对 角 押 ， 

证 了) 先 证 明 : 当 果 = 1 4 ,41CS 时 结论 成 立 ， 

用 数学 归纳 法 . 当 严 = 工时 ,结论 成 立 , 当 严 =2 时 ,由 第 713 是 结论 也 
成 立 . 
线 归 纳 假设 结论 对 下 = 上 成 立 , 再 考虑 m= 大 + ] 时 ， 
因为 4 与 对 有 阵 相似 ,从 而 存在 可 族 阵 了 , 合 


1 E 
rr| ， | 地) 
1 
其 中 11 互 不 相同 ,nm + + 呈 = nm 可 为 天 级 单位 阵 ， 
4 2 从 


全 =(T14T)7 4 人 2 
由 心 , 地 可 得 


8 
rr| 遇 (全 2 天 直 丽 
如 全 


为 准 对 角 阵 , 且 允 让 与 及 是 同 级 方 阵 ， 
因为 机 可 对 角 化 ,从 而 8 人 2 都 可 对 角 化 ,是 由 四 有 


且 和 再 计 一 再 的 号 拉 【1 有， 号 
从 而 由 归纳 假设 存在 可 逆 阵 如 (na = 2,…, 尖 + 日 使 

DO (下 = 2 

为 对 角 阵 . 


好 
令 n| 汪 | 327, 则 而 天 都 可 道 ,日 使 
避 


， je 
天 本 


fi 
开 


厂 - 1 4 严 = 7 了 .4.7 人 | 


高 等 代数 玩 解 精 粒 


有 人 2 j 
本 本 轴 昌 “ 
| 疯 


也 为 对 角 阵 ,此 即 结论 对 严 =#+ 1 也 成 立 ， 


综 上 可 知 结论 对 $ 是 任 音 有 限 集成 立 . 
(2) 再 考虑 3 是 无 殷 集 时 .由 于 
二 nx = 1 
而 3 蕊 户 * "从 而 5 中 必 存 在 一 个 极 大 线性 无 关 组 
1 4 地 
其 中 和 过 下 . 则 由 上 面 (1)? 阿 知 存在 满 秩 阵 P, 使 
用 -4 证 4 二 
都 是 对 角 阵 . 
过 ZES, 那 委 
了 = 4 十 4 
六 ”2ZP= 向 ( 户 -141 六 + 和 (PP-142) 4 二 于 户 -14 PP) 全 


由 全 知 , 户 -12p 也 是 对 角 阵 . 

721.【 华 中 师范 大 学 ,2002 年 ) 设 4 是 数 域 上 的 = 阶 非 零 非 单位 矩 
阵 , 秩 4=r,42= 4 ,证 明 : 对 于 广 足 !1< 睛 生存 一 r 的 整数 ,存在 矩阵 归 , 使 
得 48= 出 =0, 并 且 

【4+ 呈 Ji231= (+ 县 Jr 天 (4 二 )1， 

证 … 凡 =4, 从 而 存在 可 递 阵 了 ,使 


1 兰 r 兰 占 - ] 


高 车 代数 巅 解 精 特 


D.。. 
洲 rr-| 站 
JJ 


， 
下 1457 = rear| 0 | 间 | 
了 


48= 也 


心 王 ，wr 
下 4 一 人 ‖ 个 | 
二 0 


4 = 站 .此 即 4 司 = 型 =， 


另外 中 = 站 ,而 P-1z0 
了 (4 二 及 = 人 (十 且 ) 了 -了 -4 二 再 ) 了 了 4 有 TS 个 》 


瓦 4 「 玉 
全 
J 0 
吾 3+1] 瑟 
0 
了 站 


人 
,二 (+ 


尼 0 1 
TIC4+ 吨 ) -1 全 = 心 | : 区 
下 -1 店 避 性 


【( 疝 十 有 (+ 再 )1 


南 葡 代数 汕 解 畏 术 


站 镶 有 哈欠 只 呈 和 鲍 曲 病因 闪 各 定 部 ee 


万 区 肖 杰 和 击 直 村 好 村 估 最 要 村 
老 


攻 叶 本 柄 柄 殉葬 中 两 换 匡 葬 芷 谍 吓 邱 此 虎 话 员 丁 荆 西西 酌 


第 九 章 ” 欧 氏 至 间 . 双 线 性 函数 


1 欧 氏 空间 的 概念 .标准 正 交 基 


【考点 综述 ] 

1. 府 积 设 了 是 实数 域 册 上 线性 空间 ,映射 

户 PxTY -BR 

铺 足 (1)? 对 称 姓 扩 e 有 = 天 Pa) apEF 

(2 线性 性 天 各 + 归 ,7)= 时 e+ 扰 有 ywe 有 7ET Yi 
所 员 

(3) 非 负 性 六 aa)s0WwceET 

丘 帮 ea)=0Oca=N0 

称 了 为 了 的 一 个 内 积 ， 

广 心 将 所 ,有 ) 简 记 为 (fa ,有 

外 线性 性 【2 可 等 价 于 下 面 责 条 

【 妈 , 有 = 下 [Ce, 有 ) 

te 六 ,7J={fayz)+Ttp.y) 

2. 欧 氏 人 空间, 定 祥 了 内 稻 的 线性 空间 『, 称 为 欧 氏 空间 ,不 同 的 内 积 就 
基本 同 交 欧 氏 空 间 . 

3. 两 个 常用 的 欧 氏 空间 

( 引 症 普通 内 积 Ya,pBE 瑟 ( 无 论 是 列 向 量 , 还 是 行 向 最 》 

《有 = 由 十 训 及 + 

{2)008,6) .普通 内 积 站 六 SECUa BFS)= zxJgOc). 

4. 长 度 与 夹 角 了 是 欧 氏 空间 . 


高 等 代数 王 解 畏 恩 


{1) 长 度 (ae,o 称 为 长 度 , 记 为 jc 人 或 上 ce | ) ,在 欧 氏 空间 中 长 庶 
为 口 的 共有 一 个 向 量 0. 其 余 均 大 于 1. 


() 夹 朋 ” 非 办 向 量 s,B, 称 cos 生生 在 [0,z] 内 的 角 ,为 。 与 有 的 


亚 角 , 记 鸭 屏 立户 > 5 
5. 标准 正 交 基 
《17 是 欧 氏 空间 , 若 (a,P) =0, 称 与 及 正 变 , 记 为 上 有 . 
2) 正 变 向 量 组 . 非 赤 向 量 组 mo 入 欧 氏 空间 ) ,满足 (aiyar 
= 站， 【ii 关 六 = 1,2, 让) 称 和 an 为 正 变 向 量 组 . 
t3) 设 了 是 * 维 欧 氏 空间 ,=，…,e。 是 了 的 一 个 正 交 向 量 组 , 称 为 粘 的 
一 组 正 详 基 . 
4) 标 蕉 正 变 基 , 设 了 是 = 纸 欧 氏 空间 ,记忆 入 了 满 是 
和 
(8 有 ) = 人 六 
则 称 由; 吕 为 下 的 -- 组 标准 正 变 基 . 
6. 度 星 垂 阵 
WU 设 了 是 nn 维 欧 氏 空间 ,ao 为 了 的 一 组 基 ， 称 
failyai) fGlyeto 《alyan) 
(eye 《aayea 《ay em] 
[os (anya ae 
为 天 oaa yan 的 度量 矩阵 . 
{2) 庶 量 矩 阵 是 正定 的 . 
(34 不 同 基 的 度 共和 些 阵 是 人 台 同 的 . 
4)? 正 交 基 的 度 基 年 阵 是 对 角 泗 , 主 对 角 元 都 大 于 
(5 标准 正 变 基 的 度量 矩阵 是 单位 阵 . 
7. 施 密 特 正 变化 上 维 欧 氏 空间 Y 中 一 组 基 ,都 可 通过 施 审 特 正 变化 方 
法 变 为 了 的 一 组 标准 正 变 基 . 
【经 典 题解 】 
722.1 北 京 大 学 ,1]994 年 } 《1]) 可 用 逆 线 性 替换 将 一 次 型 
六 = 古人 23 十 33 十 寺 和 和 二 
化 为 标准 形 ; 
t2) 在 实数 域 上 4 纵向 量 空间 局 内 定义 向 量 肉 积 如 下 ， 车 ea= (和 yx， 区 3 
xz: 有 = Ta 则 念 


高 千代 数量 解 精粹 


1 0 7 
(有 =(osesasa| ) fy 
0 20 3 
和 证明: 关于 此 内 积 中 或 为 一 个 欧 氏 空间 ， 
解 113… 六 = (x+ 44 位 + 二 
j 1 1 3 
令 2 史 Dll Di 于 
机 DO 1 时 3 姑 
年 汪 人 
印 作 非 退 化 线 赫 换 
立 ] 1 总 1 9- 引入 0 -1 总 3 
3 号 工 六 1 和 时 帮 -工科 
二 |eno0i 人 
二 L9001LLoool 炸 ， 
则 = +253+ + 放 ， 
1]01l1 0 
(2) 令 4=| ”2 “| 网 生 = 4 并 将 四 式 改 写 为 
FnD2 10 
人 了 0D 3 
(ea 有) = at (区 


下 证 你 为 内 积 , 那 么 刺 就 是 在 此 内 积 意 祥 下 的 欧 氏 空间 了 ， 
风 e 户 ,7 吕 是 并 玫 吕 , 那 冯 

Dap)= al =(oalg) = 有 de)=Rap =(8a)， 

2 和 = (49 = 有 da 

了 3 站 贡 十 局 = aaT 导 P= 二 网 放 =Te yy+ (月 ,7 . 
4)…4 的 4 个 顺序 主子 式 

ci 和 =1>0 必 = 了 > 心 ; = 了 > 眉 袜 ,=-220 

… 雪 为 正定 隆 

【aa = ad 0. 

(at)=f0 二 ao=0 

8 是 型 的 一 个 内 积 . 

注 从 上 面 证 明 底 知 , 只 震 4 着 阶 正定 阵 , 并 对 Ya,pBC 到 规定 


高 等 代数 题解 料 入 


(oa 有) = ndpg 
则 总 关 手 此 内 积 构成 一 个 欧 儿 空间 . 
?323.({ 昆 明 师 范 学 院 ) 设 4, 眉 是 mr 级 实 对 称 阵 , 定 立 
{4 ,是 ) = 弛 -总 
证 明 : 所 有 = 和 防 实 对 称 阵 所 成 了 关于 (4 , 吾 ) 成 一 欧 反 室 间 . 
【也 ) 求 下 的 维 数 ， 
[2) 求 使 吗 = 有 的 空间 的 维 数 ; 
【3) 求 5 的 维 数 . 
证 ”首先 可 证 了 = jd 和 严 *a 4 = 和 是 员 上 一 个 线性 空间 . 
再 证 他 是 下 内 积 ,从 而 得 证 站 是 基于 内 积 亿 的 欧 拱 空间 . 风 4, 妥 ,CE TY， 
| 
【4 , 采 ) = = 54 =《 呈 4) 
【4+BCI=rrf4+EBTC=HdC+aBC=f4 CI+I EC) 
{ 坷 ,有 ) = 丰 [ 届 号 = 如 rd 有 = 大 4, 呈 ). 


{ 有, 风 ) = 1 = idd' = 03 3 人 
二 | 
(4 = 0 疡 号 =0c4=0. 
1 = 
此 即 证 上 是 欧 摊 空间 . 


直面 册 解 半 ) (2)、 13). 
(5 为 1 六 元 为 1, 甚 余 一 元 均 为 0 的 m 阶 方 阵 , 那 么 可 证 
局 = 下 站 ,站 > 二 下 1 十 形 2 , 且 = 五， 十 下 1 
2 = 开 2 ， 下 2 = 下 za 十 王 o2 
生生 人 二 直 让 机 和 二 下 全 计量 全 生计 家 本 夺 二 站 二 着 站 生生 让 生 首 庆 二 和 全 二 半生 本 症 丰 二 二 二 地 
月 ，= 五。 
为 了 的 一 组 枯 


请 PP 一 正二 【下 一 二 十 二 让 三 生 
2) 全 3= 14E THEd = 人 ,可 证 当 是 的 子 空 间 , 由 于 
打下 = 员 上 十 各 2 十 和 1 十 如 三 昌 . 

1 

才 

[31 pp 四 3 = 下 

开 f 如 士 ] 


= 二 FF= 二 ms + 


na = 1 


高 葡 代 数 题 解 精 梓 


724.1 华 未 纺 织 工学 院 ] a 维 欧 氏 空间 站 中 向 旺 *,y 的 内 积 记 为 1z ,7). 
了 是 了 的 线性 变换 ,规定 二 元 阔 数 
3 《TY 和)， 
间 &s yy 是 和 否 为 内 积 ? 
管 ”不 一 定 ,例如 了 是 零 变 换 , 若 * 天 0,xEY 
《zx 人)=100 =0. 
这 与 内 积 定 尺 政 盾 , 所 以 4x 7) 本 是 内 积 ， 
725.( 华 中 师范 大 学 1998 年 ) 设 兵 是 实数 域 ， 


人 由 
ca 可 上山 
上 已 区 


证 明 :(]4Y 关 于 拒 阵 加 法 和 数量 乘法 村 成 只 上 线性 空间 ; 


| 也? ”各 3 加 业 > 总 3 
0 ae az | 日 上 及 


0 0 mi 0 站 让 


ce 


[2 任意 4 = ET 


定 文 二 元 极 数 
(4,8h) = bi + ata + ab3 各 
则 ?是 欧 氏 空间 ， 
证 { 划 已 知 庆 汪 是 只 上 线性 空间 ,… 有 和 站 是 应 "3 的 非 空子 集 
任 取 


1 克 ? 式 7 和 和 
-| 3 加 [ | | 疡 , 如 下 所 丽 ， 
和 上 3 0 日 7 
5 二 YI 2 上 2 
| 0 区] 十 补 1 ce 
如 和 科 ] 十 了 
Pr 
-是 到 呈 的 子 空 间 , 从 布下 也 是 六 上 线性 空间 . 
【2 街 证 雹 是 了 的 内 积 . 
区 
(= 
再 任 取 


高 尊 代 数 题 加 畏 罚 


2 2 双 
3 了 =10 了 2|,EF 
避 0 | 


【二 二 【人 二 部 门下 二 【和 本 和 ) 扫 二 二 和] 妇 二 [3 二 【2 

fx = 好 十 十 A 和 站. 

[xi GD 垃 + 归 + 好 =Qxs= 什 

星 即 证 (xz,7) 是 了 的 内 积 , 从 而 了 是 六 的 一 个 欧 氏 空间 . 

726.1 北 京 航空 航天 大 学 ] 设 时 是 nn 维 欧 氏 空间 品 ( 所 有 形 如 * = 【xi 


ee ,如 7= 《Ye9) 的 实 向 量 所 构成 的 实 线性 空间 ,其 上 内 积 ,(x， 
7) = 立 (xo) 的 一 个 子 集 , 令 
型 上 = 1sE 语 17yys0wyE 时 | 全 


[1) 试 证 : 秆 上 是 名 的 一 个 线性 子 空间 ; 

(31 试 亚 ; 当 开 为 六 的 一 个 线性 子 室 间 , 庆 可 以 表示 时 与 对 [的 直 和 , 即 
后 = 蜡 国 虹 二 

证 站 ?和 好 上 上 是 天 的 非 空 子 集 . 

疏 2 人 时 人 ,那么 

4 计 二 2 一人 229) 一个, 必 y 后 时， 

.3 + 2 人 和 上 

4 31 一生， 

本. 

此 印证 射 上 是 本 的 线性 子 室 间 ， 

(2 说 蜡 是 头 的 空间 

(1 车 时 =10 刚 形 上 = 语 , 这 时 语 = 开征 形 上 

1 车 时 = 天 , 刚 惠 上 = 二 D|, 配 = 再 四 时 上 

(i3? 若 Er =s:e<s<pn: 这 电 取 虹 的 一 组 正 变 莽 E…… E ,再 扩大 为 到 
的 一 组 让 甘 基 上 ……: ES 到 , 则 得 = ET E) ， 


可 证 叶 上 = 了 CE 本 E )， 的 
时 日 丰 二 全 ta) 则 ca= 上 ET 

引 肌 E 村, 刚 甩 = 年 E 十 7 + GE ， 屠 么 

4 册 ) 二 人 二 十 起 E 由 上 了 E 


多 人 
| 了 了 
人 E 和 .此 即 了 (es es) 己 帅 ] 


世 


高 世代 姓 题 解 精 粹 


反之 ,YSE 时 L, 则 
全 = 有 El 十 二 和 = 则 


口 = 辣 ， 闪 》 一 太 全 四 5) ， 

= E 

此 即 屠 上 和 己 世 8》 由 
由 地 中 即 证 网 

人 5 ii En) = 了 (El 人 5 四 兵 站 41 和 En] 


?27.({ 四 川 玉 学 ] 在 欧 氏 空 间 了 中 

【1) 才 向 蚊 a, 记 等 长 ,证 明 :e+8 与 e- 有 正 误 ,作出 几何 靛 释 ; 

(2 设 了 是 维 的 ,3 是 了 的 子 空间 ,5 是 Y 中 的 一切 与 $ 正 交 的 向 量 所 成 
集合 .证明 :S+ 是 了 的 子 空间 , 且 

维 (SS + 维 (3S+) = mm， 号 
(s 上 LT = 9. 从 
证 (1 (asej=(p8,B) ,所 以 

(e+PBa- 站 =(araey+tfa -有 Tay+( DB 月 

二 【人 一 站 有 一 (局 + 【ai = 

几何 解释 :表示 六 形 两 对 角 线 互相 垂直 . 


(2)84 = jeEFlfa 有)=0, BGS 二 
仿 上 题 可 证 8+ 是 了 的 子 空间 , 且 

= S 由 5 

维 芳 + 维 了 = 下. 

T = 3 田 引 | 二 
= 4 四 13) 寺 总 ) 


由 疆 ? 知 守 和 153) 是 同一 子 空间 8L 的 正 交 首 ,由 止 交 梓 的 唯一 性 所 以 
{S-J- 一 习 . 

728.{ 武 沈 大 学 ,1998 年 中 表示 实数 域 ,在 欧 氏 空间 记 = 于 al aaayea) 
| aiE: 天 [中 ,其 内 积 

(ee (= 

全 全 | 【1 ,DOD) 低 ? 一 (9 本, 广 二 二 汉 是， 4 扯 形 ,使 aay easy ea4 成 中 


2 :万 
的 杯 疹 下 荨 基 . 
解 全 立 :4 一 [xi zt3ay xd 则 由 (alive3y》 = 人 ayg3y 二 


四 有 

] ] 1 

人 入 到 = 
2 3 .2 


证 于 代数 昭和 解 精粹 


1 _ 
如 3 一 2 
得 cs (0, 万 了 ) 
再 合 md= (71923939 由 asyay=00i=1,2,3) 担 
将 
| ] 
有 
到 
本 3 
得 oj= 了 (0,-1 -1V2), 则 moaymvot 为 型 的 一 组 标准 正 交 基 . 
729 (华中 师范 大 学 ,2000 年 ; 设 4=(o) 是 # 阶 实 可 诞 阵 ,ea = (aity ai， 
ao 是 4 的 第 -一行 允 素 组 成 的 行 向 量 ,F= Za) 是 型 的 子 空间 , 求 了 在 妹 
中 的 正 奖 补 . 
解 片 =1818E 吕 (8c) =0 


= 了 . 


伪 遇 = Tri 如? 即 求 方程 组 
在 ]] 垃 ] + 如 1 让 十 十 和 me 二 岂 。 出 
的 基础 解 系 ,不 要 妨 设 ait 关 0, 其 中 1] 近 荆 0 则 加 的 基础 解 系 为 
一 了 门 ….. 11 
站 二 ES 全 
IN 站 
记 =80,1 人 人 


人 ,月 _ 1) di 二 = -1 

730.( 日 本 和 岛 大 学 ) 四 是 有 限 维 实 空间 ,已 定义 内 积 {(,) , 当 册 , 甩 是 让 
的 子 空间 时 , 试 证 : 

(二 设 和 W 中 任 一 矢量 都 正 交 的 矢量 全 体 组 成 的 集 人 台 为 由 时 , 则 作为 
色 的 子 室 间 ; 

(2 用 = 信介 扩 二 ; 

[3 = 本) 

(4 的 + 队 六 = 玉 寺 站 卫 + 

证 !J 在 本 节 第 7 是 中 已 证 . 

{2 本 诈 册 让 有 = 汐 

YE 有 站 砚 = 站 则 ETPaE 上 

0=tavcy. 即 w=0. 


商 敬 代数 题 韩 精粹 


再 由 于 岂 + 茹 十 C 刺 四 
由 第 727 题 知 , 起 pnT + 直 my 上 = 而 下， 蚀 
由 四 ,四 ,二 妈 证 吧 = 也 押 的 上 

3) 在 第 727 题 中 已 证 . 

【是 昌 后 ( 赔 寺 作 )L YYBEN 则 8ECP+ 内 ) 

(ai 人) = 

由 且 的 任意 性 ,ae 六 二 ,此 即 ! + EC 三， 鳃 


类 似 可 证 (mi + 内 )E 克 -， 

由 十 ,国人 册 + 各) 二 全 亿 圭 页 隐 上 

反之 ,Y3E 人 AR 网 后 人 上 3E 态 上 , 则 省 3 和 砚 + 用 ,= 入 + 扩 ， 
其 中 方 所 太 ， 加 雪 入 ，… 右 扰 信 荆 则 (人 ， 2 = 站 同 理 (2， 7 = 0， 
人 YY) = (人 ,+ 7 一 (ATGS, 7 = 

由 > 人 尾 意 性 … 六 EN + 态 计 ,此 吉 

久 土 门 要 J 二 + 二) 他) 
出 和 ,四 (+ 的 )= 二 入 有 杞 二. 

731.1 湖 北大 学 ,2000 年 ) 证 明 :n 欧 摊 空间 的 每 个 子 空 间 凡 的 补 空间 是 唯 
-一 的 . 

证 ” 先 证 存在 性 , 设 几 Yi = 严 ， 

当 夯 = 作 , 芒 寺 = 『， 

当 产 = 时 ， Pi 十 = 10| . 


站 

再 证 叭 -一 性 , 设 所, 全都 是 册 的 正 训 福 , 则 

F= 所 册 户 ， 中 
= 员 息 几 . 下 证 的 = 内 四 


史 oa 拓 ,刚直 人 有 sy = al + oa 其 中 国生 eaE 全 

= 《azy) 一 【al 二 Ge ( alya)TTfa al)= Talycai)， 

an0, oa= af ts, 此 即 fa 伺 呈 3， 

业 似 可 证 态 和 态 ,a = 人 ， 

732.( 北 京 大 学 ,1996 年 用 中 全] 表示 实数 域 如 上 次 数 小 于 4 的 … 元 才 
项 式 组 成 的 集合 , 它 是 -一 个 考 几 里 得 窑 间 ,其 上 的 内 程 为 


UN = | CDk(e) 由 


商 等 代数 题 艇 精 粹 


设 四 是 由 零 次 多 项 式 组 成 的 子 空间 , 求 w+ 以 及 它 的 一 个 基 
解 丙 =ZD dmngL=3. 
令 h(z)=1- 间 ,Pa= 壮 - 寺 ,R(a= 王 - 半 , 先 证 用 (za)， 


上 (rz 线性 无 关 . 
念 下 站 Exz+ 训 记 xy+ipfzy=n0, 可 得 
+ 方 ( 和 一 昌 )z+ 村 (和 -二 )22 -十 和 3=0 
可 得 和 = 起 = 和 要 = 加 所 以 让 六 (后 (z) 线 性 无 关 . 
叉 人 ,及 (< 门 = (rz) 必 = 1 本) 几 =[xz- 关 才 =0， 


交 本 人 了 3111 
(= 全) 本 = 


(Ca = [等 - 寺 ) 几 =( 呈 -个 =0， 
六 (六 (CE 和 二 


从 而 四 上 = 中 及 (xy 户 (x) 广 fxz)) 用 太 (r) 太太 tx 区 全 上 的 … 个 基 . 


733.! 华 中 师 太 ,1955 年 ) 设 吕 是 实 教 域 ,F= 玉 [ x],P = 区 ,xs) 人 = 工 


( 妇 - 本 ,好 - 二 是 了 的 子 空间 ,在 中 定义 内 积 


《FE) = | Answer， 
证 明 ; 凡 与 色 互 为 正 交 补 ， 
证 :首先 可 证 ],=, 巡 - 广 ,23- 羡 * 线性 无 关 
Ye 和 + 肪 . 


人 ) 由 = (村 中- 二 z1.1=0 


工 
嫩 
(~ 本 z)= T 2- 子 呈 上 =0( 坷 通 数 ) ， 

(zz2- 广 )= 凤 (2- 本 机 必 =0( 奇 函数 ) 

(王权 了 = Caz4 - 半 x) 必 = (可 于 =- 到 2)1 = 

如 二 了 必 站 短 1 @ 二 有 1 二 上 有 = -二 )+(- 生 ) 


南 呈 全曲 可 证 (e .外 = ia Bt =0. 
… 咏 二 态 从 而 得 证 入 与 内 下 为 正 变 补 . 
妈 ,( 华 中 师 交 ,1994 年 求 齐 次 线性 方程 组 


名 外 全 日 


高 区 代数 题解 精 炉 


231 + 32 一 十 和 一 355 二 用， 
1 
的 解 衬 间 的 一 组 标准 正 交 基 ， 
( 1 -1 1 -人 0D 1] = 人 石上 1 -4 上 
1 1 -1 0 1 Il 1 -10 01 -1 -1 5 
原 方程 组 与 下 面 方程 组 同 解 
人 
妇 一 和 一 X4 二 5S75 二 了 人， 


届 
方程 组 中 有 基础 解 系 


oa = (人 DT,0，- 4 有 
aa = 【0,0,1 ,4,]7 
设 了 为 原 方 程 的 解 空 间 , 则 了 = al yaz,as)- 
正 变化 得 昌 = ai = (1;0,0-5,]》 


2 1 
= 六 (-?,9.0, -1, -2) 


《1.0,0， 一 5 和 


房 = 主 07.6;15:12) 


单位 化 为 = 也 (10,0, -5 -了 
3 
为 = 于 二 (7,6.15,127 
3 为 解 空间 F 的 一 组 标准 正 交 基 有 
735. (华中 师 大 ,1990 年 求 齐 次 线性 方程 组 
人 ( 心 
xl 十 5 3xa + 了 3x4 和 地 
的 解 空 间 Y, 并 写 出 在 并 中 的 正 诡 补 1!. 
解 (1) 辐 - 山 得 妆 + 避 = 
x1 一 233 二 3273 一 454 二 们 


-. 原 方程 与 | 四 


X%z 填 4 二 业 
同 解 ,所 以 原 方程 组 的 基础 解 系 为 
如 一 { 一 1 本 上 
三 3 三 (2 让 ,上 


【 一 了 电站， 2 1 ， 一 下 


南亚 代数 是 昔 畏 栖 


= (wyao). 
{2) 设 了 = (7 说 ,7 人 EL, 则 yy 与 ai,y 与 ez 正 交 , 所 以 有 
ws 
2391+ 和 十 科 二 晤 . 
房 =flD03,07 
局 =40,1.0,17 
= 记 , 房 ) 且 看 mY 上 =2- 


736.【 窗 数 一 ,1997 年 ) 〈1) 设 日 是 秩 为 2 的 5x4 答 阵 ,w =(1,1.2,.3) ,on 
=(-~1.1,4, -1 as=( -139)7 是 齐 次 线性 方程 组 BY = 0 的 解 向 量 ， 


求 鸠 = 的 解 空 间 的 一 个 标准 正 交 基 . 
1 2 -1 > 


{2) 已 知 =j sn-| @ :je-os 


-1 -1 5 -2 
《1 ) 试 确定 参数 a,6 及 特征 向 量 间 所 对 应 的 特征 值 ; 
(站 ) 问 4 能 次 相似 于 对 角 阵 ? 说 明理 由 ， 
解 ( 人 1 广 = 0 的 解 空 间 为 站 


nr =4- 秩 有 =2. 又 ae 线性 无 关 , .alias 为 了 的 一 组 灯 . 


ee ] ,2 3 

证 全 =- 半 (- 2,1,5，- 3)1 ， 
0 
和 
52=181&= 太 【 =- 2414:3， 一 3) 


站 纸 一 组 标准 正 交 基 . 
2 证 ) 设 1 是 对 应 的 特征 值 ,由 由 = 站 得 
六 -2+1+2= 修 ， 
-SS+ 开 - 羡 +T3=， 
上 三才 0 
由 写 得 = - 1, 代 人 加 加 得 se= -3 了 ,= 


2 一 | > 
4=|1353 -33 | 
-1 0 -2 


引伸 生 


高 苯 代 获 是 解 精 粹 


ii-4I=ta+rl3…ii=a=A= -1 但 在 线性 方程 组 
《- 了- 4)x=0 地 
中 , 秩 (-7- 4)=2, 因 此 属于 情况 特征 值 - 工 的 几何 重 数 为 1, 但 代数 重 数 
为 3, 故 4 不 能 相似 于 对 角 阵 . 
737.( 武 这 测绘 科技 大 学 ) 在 an 维 线性 空间 严 中 ,定义 向 量 
2 { 1 au) ,及 芝 《看 
正 交 为 羡 ati =6 试 证 : 若 elaa……aw-! 是 到 中 -1 个 线性 无 关 的 向 量 ， 
而 向 其 馈 , 记 分 别 为 ap an -1 正 亚 , 则 启 , 访 线性 相关 ， 
和 证 他 及 = 下 ao 13 则 号 am =-1， 
二 rm 科 -二 = 花 一 二 mi = 1] . 
而 饭 , 访 EY，… 记 ,有 户 必 线 性 相关 . 
338.( 中 山大 学 上 设 执 , 和 太古 = 维 欧 氏 空间 7 的 线性 子 空间 , 且 公 的 维 数 
小 于 久 的 维 数 , 证 明 ; 只 中 必 有 一 非 霍 向 划 正 变 于 全 中 的 一 切 向 量 . 
证 ” 设 本 nm 册 = am= 1 有 < 那 去 
di 二 = 二 一 
他 内 = 了 的 站 芒 上 , 则 
则 maf 辽 二 玉 上 二》 = 看 也 + re 帮 上 一 卉 及 让 记 上 ) 
= 上 + 【mm -5 -本 nm 

但 面相 [及 + 六 上 二) 二 而 mpF= nm. 
由 吃 必 有 
【3 

0 
此 即 友人 到 工 天 半 妇 上 ,从 而 存在 非 零 向量 azE 防 让 中 十， 

站 和 有 
。 的 二 
739.( 北 京 邮 电学 院 ) 设 jete…,w| 蚌 欧 氏 空 局 的 一 组 线性 无 关 的 向 
节 .1 名 , 访 ,及 | 是 出 这 组 向 基 通 过 正 交 化 方法 所 得 的 正 变 组 . 证明: 这 两 
个 向 量 组 的 格 兰 姆 ( Brom) 行 列 式 相等 , 即 
人 Ce 9 Ga3] = 在 [同房 站 =《 员 ; 肌 有 开 亢 ， 房 1 { 品 ,日 ) 其 中 


二 


即 亚 . 


《41 二 ez) Se 【aiy an 
如 fara3 和 aa 0 四 本 
《es ye 和 人 全 2 { 立 er】 


高 等 代数 是 解 精 和 粹 


证 …(R,8)=0 (六 加 


(所 , 有 ) 

008)= 
(8 D 
由 正 交 化 方法 知 
@i = 向 启 + 各 房 二 0 + 去 -1 局 -1f 甩 ， 
其 中 人 2 ,有 
apeD)= (本 )a8+ 局 王 58+ 有) 
站 1 


( 疡 启 ) 
= 【0 本 | 


所 
(pp | 2 


避 
《ec 人 2 《alany 【 户 有 ) 
| 区 
【1 《auay 】 (PRB 
[7 可 1 
口 “ 疾 1 
出 总 地 
《5 局 1 
2 or| ， 本 
【8 
= 《时 : 启 并 瑟 且 1 
由 全 , 甸 即 证 结论 . 


= ( 户 ，B)( 房 , 房 六 区 所 ,R) 


急 


号 


340.( 日 本 庆 直 六 目 太 学 } 《1 在 内 积 空间 中 , 当 给 定 线性 无 关 的 拓 量 *,， 


3 和 时 ,试用 Gram - Simi 直 步骤 构造 正 变 系 ; 
[2) 在 三 维 欧 氏 (Etd) 空 间 瑟 中 ,从 已 郑 三 个 天 莉 


户 二 (3 ,047 ,应 = 生 屋 ] ,7 , 记 二 《2 号 ,]]) 


畜 等 代数 是 韩 精 特 


司 用 (1) 的 方法 , 求 正 交 基 立 1+ 尼 zz. 
解 ( 昌 全 1 二 着 19 


《)】 
7 2 
本 NE 0 2 5 
《1y 9] 《的 ， 2 区 To - 日 
则 六 ， 和 八 为 正 交 向 量 蒜 . 
2) 按 上 述 步 骤 有 
= 用 =(3， 看， 车) ， 
【 房 or 
az= 上 应 - [face 4 =【 一 4,0,3) 


as3= 识 - aisa ( 包 ,ea。 【站 ,了 3, 门 ) . 


《eg 人 ,ee 2 


741.( 日 本 医 岛 天 学 六 让 试 求 将 
1 
] 


2 1 
-| | 
1 1 2 
对 角 化 的 正 训 阵 ; 
(2) 关 于 甜 阵 ex , 求 使 它 对 角 化 的 正 交 阵 . 
解 4D1) 下 -41= (TAX 一 和， 
二 3 二 过. 
求 出 4 属于 1 的 线性 无 关 特 征 向 量 为 
= 《1.1.0)7 ez=(-10,1》. 


正 交 单位 化 得 
we 人 
有 1 ,1,0) , 访 序 1 - 1 2) 
再 求 4 属于 4 的 单位 特征 向 量 
了 工 
9 
人 
六 
人 7T= 8,8,8), 则 7=| 方 元 二 
了 


四 


高 等 代数 题解 精粹 


为 正 疡 阵 , 且 
1 
了 14 了 三 [| 
十 
(2) 定 义 只 = +4+ 二 在 + 下 = 加 3 
二 站 品 ( 王 Ja 
e+ 阿 2 在 -十 站 
刺 开 
攻 六 【二 ]a 
HT 卫 也 。 
其 中 号 = 瑟 + 2 全 2 2 十 二 汪 本 


1 1 
| | + 2 了 叶 "av 十 一 一 一 
1 4 


T- Load 了 < ling -1S7 


高 葡 代 数 题 和解 精粹 


2 正 交 变换 、 丁 空间 与 西 变 抽 、 双 线性 函数 


【考点 综述 ] 


1. 正 诡 变换 ( 划 设 4 是 mr 维 欧 氏 空 间 7 的 线性 变换 ,满足 (4 , 好) = 


(al 有 .WaypE Hp 


则 称 4 为 了 的 正 诡 变换 ， 
{2) 等 价 条 人 性 设 4 是 ” 维 欧 氏 空间 了 的 续 性 变换 ,请 足下 列 条 件 之 一 也 


是 正 交 变换 : 


Dal=lel, Ya 各 区 

2) 若 es ,ss 是 标准 正 交 基 , 则 本 | … ,本 。 也 是 标准 正 交 基 . 

3)4 在 某 一 组 标准 正 误 基于 矩阵 是 正 误 阵 ， 

414 在 任 一 组 标准 正 变 基于 矩阵 是 正 变 阵 . 

3) 正 交 变 换 的 分 类 诊 = 是 = 维 葡 氏 空间 的 正 变 变 搞 , 设 在 某 一 组 标 


难于 变 基 下 年 降 为 4 . 


1) 当 !41= ] 时 , 称 4 为 第 一 类 正 交 变换 (旋转 )， 

2) 当 141= -1 时 , 称 4 为 第 二 类 正 交 变换 (镜面 反射 ). 

2. 正 变 

《1 说 肌 是 欧 兵 空间 站 的 子 空间 , 若 请 足 fe ,By =0:YREO. 

则 称 = 与 全 正 变 , 记 为 gz 上册 

2) 设 所 ,2 是 欧 氏 空间 下 的 两 个 子 室 间 . 若 斌 足 (fe ,8 =0wYaE 人 ,有 


E 凡 , 则 称 内 与 态 正 变 记 为 内 二 到 . 


且 ) 


. 有 + 人 = 下 
(3) 设 员 , 太 是 欧 氏 空间 Y 的 两 个 子 空间 ,满足 | ， | 
称 包 为 户 的 正 变 补 [ 镶 也 是 疡 的 正 变 补 ) , 记 为 内 = 及 十 . 
【4) 欧 氏 室 间 Y 的 每 -- 子 空间 由 ,都 有 唯一 的 正 交 补 . 
3. 本 空间 
(47 是 复数 域 上 CE 上 线性 空间 ,有 上 肌 射 Le,pB):VYTx VC 
请 足 1)fa,8] = (aa ,BETY. 
2 人 可 .有 = 下 ap waBE WE 
310a+ 有 rm= (art+fprl ya prET， 
41faa) 是 非 负 实数 ,(aa)=0 当 有 人 避 当 = = 小 则 称 为 查 空 间 . 
(2) 西 变 换 设 了 是 C 上 画 空 间 ,4 是 Y 的 线性 变换 满足 (4 如 ,48) = 【e， 
寻 实 ,月 和 站 


高 殖 代 数 通 解 精 粹 


出 称 4 是 Y 的 酉 变换 ， 

(3) 三 类 特殊 矩阵 

U 毛 米 特 矩阵 , 设 4E Cos, 若 相 = 4, 则 称 4 为 厄 米 特 矩 阵 ， 

2) 酉 矩阵 , 设 4E Cs , 若 44= 开 , 则 称 4 为 西 矩阵 . 

3) 正 规 阵 , 设 4E 全 "车 44 = 4 本 ,别称 4 为 正规 阵 ， 

显然 应 米 特 矩 阵 , 丁 阵 都 是 正规 阵 . 

4) 上 及 是 正规 阵 都 酉 相似 于 对 角 阵 , 丛 而 龙 米 特 阵 , 酉 答 阵 都 本 相似 于 对 
和 钙 阵 . 

4, 线性 函 独 

1) 线性 冰 数 , 设 耻 是 数 域 刀 上 线性 空间 , 爱 射 广 f-~ 只 满足 

17 原 幸 二 有 = 汽 上 + 站 , 同 a 有 三 下 

321 所 各) = 好 el 避 伍 玫 直 公 忆 . 

则 数 了 为 了 上 一 个 线性 函数 ， 

(2) 线 性 机 数 空间 , 设 了 是 教 域 己 上 线性 空间 . 了 上 全 人 壕 线性 函数 的 集 
合 记 为 二 (YY, 疡 ). 定 只 

1) 加 读 人 LA+ gifal= 诉 oo)+ge) ,gw 关 gEEVP) waEY 

2) 教 乘 ( 呈 )fe)= 虚 凑 aj EYE ETTP). 

帆 &Y, 叫 ) 也 是 已 上 线性 空间 ,并 称 中产 ?为 了 的 对 妃 空 间 ， 

(3) 对 个 基 , 设 er…,e 为 了 的 一 组 基 , 定 光 


He= 人 tr 2 

则 户 , 户 …, 扩 是 到 下 , 疡 的 一 组 基 , 称 万,…, 六 为 是 6 的 对 偶 基 . 

(有 而， 中 一 组 革 6 ,到 另 一 组 基 好 … 孙 的 过 渡 纸 阵 为 4, 它 拉 的 
对 偶 基 分 别 是 寿 : 太 天 和 面 ， 本 :让 县 (人 ( 记 ， 
天 8, 则 

呈 = (41 

5. 双 线 性 区 数 

(CU 是 闫 上 线性 空间 , 肌 射 六 了 x Y 一 呈 , 满 足 

| 所, 相 房 + 如 成)= 和 天 局 + 矶 庆 m, 房 )， 

2 所 站 e+ 和 aa 有 = 有 加 :有 吉 aa 有) 

其 中 ,8,eie2 启 , 记 是 中 任意 向 是. 丰 已 , 且 : 六 是 严 中 芷 意 数 ， 
则 称 了 为 了 上 一 个 双 线 性 函数 . 

(分 设 ,se 为 了 的 一 组 基 , 了 是 了 的 一 个 双 线 性 函数 , 称 4= (ai) 
所 产 “ "为 在 基 s ,名 下 的 度量 矩阵 ,其 中 败 = 扰 ee) 人 7 = 112.…， 


病 司 代 是 解 精 入 


中 

(3) 了 上 全 体 双 线 数 与 严 *" 是 一 一 对 应 的 (不 同 基 对 应 方式 是 不 同 
的 ). 
{4) 双 线性 函数 在 趟 同 共 卞 的 度量 和 匈 人 阵 是 合同 的 . 
【经 典 题解 】 

742.[ 东 北 晴 范 大 学 ] 设 = 是 欧 氏 室 间 了 中 线性 变换 ,成 证 下 面 命题 
等 价 : 

【1)2 为 正 交 变换 ; 

{2)a 保持 向 量 长 度 不 变 , 即 对 uET,lcfa)l= 1am13 

(3 著 本 和 ,如 为 标准 正 交 基底 , 则 mit……,oe 也 是 昧 准 正 交 基 底 

证 (0) 二 (2 设 (m,m)]=(a,pVYa,pEP 吃 

= (om)=faia)=1ci， 

酚 边 开 方 ,并 广 意向 量 长 度 非 攻 

人 全 攻 十 

(2 一 (3) 设 1ca1 = Ia 风 aE 二 

设 1-……- an 为 上 的 一 组 标准 正 交 基 ， 

= 六 

ago 

由 斧 有 

le = 帮 | = 人 一 1 2 二 ]】 

1gfer + 让 = 人 瑟 二 各 

ae 1e 十 吉 引 

些 即 有 

(aftere+E= (Ed 全 )， 

(ee + aoei + GE 一 | 页 王 + 本 天 

1oe 全 + 1eoeil2+2feoeioeiy=2， 

2+ 交 = 此 即 (本 ) 一 0 也 

由 动 ,加 知 


{ofei),ofer)) = 人 


眉头， 
东 如 证 zf 二 》 Ge 也 基 一 组 标准 正 交 基 ， 
(G) 二 (到 or……a 为 了 的 -- 组 标准 正 交 基 ,期 由 (3) 知 oo 
也 是 标 叭 正 变 基 , 且 设 
可 Ce 人 二 天 | 过 


高 车 代 数 是 解 精 炎 


于 证 4 为 正 变 阵 ,全 4 = (4 如) ,其 中 二 为 4 的 列 向 量 , 由 十 知 

四 

(=44=(mro)=| 

心 胡 为 正 谈 阵 . 

好 aa,BE, 则 mw = (ep BE 再 1 和 =【e ee 其 中 日 ,D 拓 
本 x<1, 那 么 由 o……e 是 标准 交 基 ,所 以 

【ai= 五" Ci 过 

=，oe1 ea 晤 | 归 = 【mop 区 1， 

由 加 ,op 好 是 标准 正 交 基 , 所 以 

【or , 吼 ) = BC. 二 


,ii= 门 
,全 天门 


(aa , 听 ) = fa， 有 ， We 月 生 了 
5 基 正 交 变 换 . 
743. [华中 师范 大 学 ) 设 o 是” 维 拘 氏 这 间 的 线性 变换 ,证 明 : e 是 正 
交 变 换 的 充 材 条 件 是 se 保持 向 量 长 度 不 变 . 
证 ”必要 性 由 上 是 已 证 . 
再 证 充分 性 设 1mF= tal,VYeE T 人 
Ya:pET 则 lzfa+ 有 =je+B， 
(ata+ 前 ,of 昌 =Ta+ 有 oa+ 朋 人 + 昭明 ]+2(o 明 ) 
= 《aa)+fPB +20eD) 地 
oa = 《ae 吧 ]) = (18)， 
由 全 有 
(em , 明 ) = fa 有, 几 a 有 E PT， 
6 是 正 交 变 接 . 
744. | 西北 文学 } 求证 : 黎 氏 空间 中 保持 内 积 不 变 的 变换 是 正 交 变 换 . 
延 设 4 是 或 氏 空 间 F 的 一 个 变 搞 , 诺 足 
《edBjJ = 《ai 有 Wai 月 所 下 地 
只 查证 明 :4 是 站 的 线性 变 摘 ,那么 由 上 是 充分 性 即 证 , Ya,pEF 
(dfa+ 入 -由 - 邮 ,4a+ 有 -和 -4 明 ) 
=【 则 ( 站 二 及 同人 + 且 )] - 24at+ 且 de) -3 让)， 
四 1+2 如 ,要 )+( ,和 +( 要 ,要 
=(a+ 有 oa+ 有 -2a+ 月 ac) -2x+ 有 +20a1) +{R， 
有 二) 


这 和 敬 代 获 惠 解 精 梓 


= (ua)+[(g,D+2fa,9)-20ca)-2fo .820ac,p) -2 
(8B, 有 +Ma Bt+ayald+(B 有 = 
e+ 有 -和 -= 


此 即 4te+ 有 = 加 + 则 ， 人 
同 理 走 (40 -da df 各)- Un)l=0 
可 证 4 各 )= Ja, 呈 大 攻 天 , 呈 衬 和 下 (区 


由 名, 各 即 证 4 是 ?的 线性 变换 ,对 保持 内 积 不 变 , 从 而 4 是 了 的 下 交 
变换 . 

745. (山东 大 学 设 了 是 欧 氏 空间 ,定义 

好 (有 = 一 月 1 是 且 全 下 (全 
为 距离 , 问 梨 持 上 距离 不 变 的 变换 是 不 是 正 交 变 换 ? 

管 :不 一 年 ,比如 在 形 中 向 重 平 称 , fx,y)=fxs+ly+l), 则 = 
(xlyyil 有 savry2yy (e+ti 和 Ti =(za+l 人 + 了 


ETa) ,TB))=1 政 - 祁 1=10s 一 籽 , 作 -入 )1=wW(e 一 大 + 疙 ?= 
ea 六. 它 保持 距离 不 变 , 但 不 是 线性 变换 ({ …a0z 站 ,更 不 是 正 变 变 撤 . 

746,{ 中 国人 民 坟 学 ,1999 年 ) 有 以 下 结论 ， 

(A) 在 欧 氏 空间 中 保持 距离 不 变 的 变换 一 定 是 正 交 变换 ， 

(B) 在 欧 氏 空间 中 两 个 正 交 变换 的 积 仍 是 正 交 变换 . 

(Cy 欧 氏 空间 中 保持 向 苦 长 度 不 变 的 线性 变换 是 正 交 变 搞 . 

{D) 铭 氏 空间 中 保持 向 量 内 积 不 变 的 线性 变 搞 是 正 交 恋 换 . 

其 中 正确 的 是 《【 填 序号 )， 

答 :(Bj ,CD). 

《A) 错 , 见 上 题 ， 

下 证 (B 正 确 , 设 =,* 十 欧 氏 空间 Y 的 两 个 正 交 变换 ,那么 对 Ye,pE 


引 ofrjfalikerifB))=(cfrejafoj)=fre rm) 
={e: 月 )， 

由 于 天 保持 内 积木 变 ,…e 是 YY 的 正 变 变换 . 

(CD) 的 正确 性 见 第 ?43 题 . 

《0) 的 正 兢 性 见 第 744 题 . 

对 7.( 中 国人 民 太 学 ,1991 年 ] 欧 氏 空间 Y 中 保持 向 量 长 度 未 变 的 恋 
接 是 否 一 定 是 正 变 变换 ?y 如 捍 是 给 出 证 明 ,不 是 举 出 反例 . 

答 :不 一 定 是正 变 变 换 . 反 叙 如 下 


责 等 代数 是 孚 铺 粹 


设 开 = ee 内 积 如 通常 所 述 , 定 义 7 天 一 天 
TY y = 0 证 拉夫 WYCY)E 天 站 


令 ee= fx， 、 辣 
17 司 = 区 寺 科 天 和 = 于 +2= al2， 


了 =1el) 党 ， 
即 保 持 长 度 不 变 , 但 了 不 是 线性 变 接 , 设 有 = (2,10, 则 有 =a+a, 其 中 
=t1l, 的 ,oz= (1l,1) 二 


,es =《1;,14. 

员 关 了 | + 了 > 

从 而 了 不 是 正 交 变换 . 

748.{ 中 国人 民 大 学 ) 设 了 是 = 维 欧 氏 窜 曾 下 的 一 个 线性 变换 , 若 了 
对 一 组 基 6，……, 总 有 

《全 了 = feiy6h 人 = 1 2 二 

问 了 是 否 为 正 变 变 换 ? 对 ,给 出 证 明 ,不 对 ,请 举 出 反倒 ， 

管 :不 一 定 是 正 变 变换 ,反例 如 下 . 

设 了 = 天 = jx7)1syyE 交 | 内 积 如 通常 所 述 , 取 下 的 一 组 标准 正 交 
基 a = (1.0) ,6=t0.1) .并 定 久 了 配 一 大 如 下 : 

TUElyez) = (Elise ， 井 ) 


其 中 4= | 。 1] ,由 于 了 的 全 体 线 性 变换 所 成 集合 与 到 *? 是 一 一 对 应 


的 ,所 以 由 加 定义 的 了 是 了 的 一 个 线性 变换 . 
并 由 他 知 
虫 1 = El， 下 3 = 上 El， 
了, 疾 )= (ElyEi) 
( 下:， 全 2 = 【elysi)=1= 【ez sz 
由 地 , 筷 知 品 式 成 立 ， 
但 字 不 是 正 变 变 换 ，…( 状 | ,从 汶 = fei ,cei) = 
丽 { eg2h = 六, (下 1， 嘴 四 天 [El ，e3)， 
即 趟 能 保持 内 积 不 变 . 
注 : 了 不 是 正 变 变 换 还 可 以 四 说 明 , 如 果 了 是 正 交 变换 ,那么 在 标准 正 


关 昌 区 


羡 等 代 雪 题解 精粹 
换 


749.( 断 江 工学 院 ) 已 知 

他 | 三世 1 二 23 ed 下 

证 明 :oe,eawi 基 中 的 一 组 基 , 并 将 el,oa,o 改 造成 为 止 交 基 ol, 所 ， 
se, 若 一 线性 变换 = 在 ai,ea,ai 下 答 阵 为 


0 0 
| 一 心 了 必 
必 避 站 


也 ce 在 基 ej,er,es 下 的 算 阵 是 付 各 ? 
证 全 有 呈 =(alyazyas)， 
l] 1 1 


1 五 I= |1 2 | = 上 上， 
1 3 必 
吾 了 本道, 即 azaad 线性 无 关 , 从 而 为 形 的 一 组 基 . 
应 用 施 审 特 正 交 化 法 , 令 
el 二 站 ]， 
《aa ya] 
ee-fe eye=o2~2e 一 (101 他 
{《 ) 
em- 人 ja -各 -人 oa- 村 ao+ 二 aa 
得 民 的 一 组 正 交 基 . 
由 避 有 
] 
1 2 本 
【el ,ca ya3] 一 【eez，e3] 站 .1 1， 
空 
DO 1 


1 > 


了 
了 
3 二 人 2 人) 中 亏 


DD I 
设 = 在 ee,ea 下 的 符 阵 为 居 , 则 


高 葡 代 玖 理解 精 和 神 


] 2 工 12 1 roa2 1 
3| ro000 3 
c-|o il 0 1 o 1 本 | -| 荆 却 | 
0 0 

001 00 1 


750.( 北 京 大 学 ,1997 年 ) 投 4 是 n 维 葡 氏 空间 站 的 一 个 线性 变换 , 满 


(da, 大 = -fa 扫 )， Ya,8EP 岂 

1) 若 4 是 4 的 一 个 特征 值 ,证 明 :1 =0， 

《2 证明: 内 存在 一 组 标准 正 变 基 , 使 4 在 此 组 共 下 的 矩阵 为 对 角 矩 - 
阵 ; 

3) 设 4 在 了 的 某 组 标 礁 正 变 基 于 的 矩阵 为 4, 证 明 : 把 4 看 作 复 数 域 妃 
上 的 = 阶 方 阵 , 其 特征 值 必 为 0 或 纯 虑 束 ， 

证 《 陋 设 4 是 4 的 特征 值 ,其 相应 特 组 向 量 为 ,那么 如 = 如, 下 外 式 

[due)= 【ae)， 

= 一 人 aa) 

2Afea] = 人 0 二 由 于 a 关 0 Tayea]>0. 

由 四 得 1 = 0. 

(2 由 于 4 是 反对 称 变换 ,可 以 证 明 在 经 一 组 标准 正 交 基 el,-…,e 下 
十 阵 为 实 反 对 称 阵 . 设 

= 于 由 

(= 6) 二 


0， ii 
由 轿 得 me 
… 盘 在 标 蕉 正 交 基 sj,…,e 下 矩阵 为 实 反 对 惩 阵 
人 GE …” Gln 
了 0 由 
一 他 本 一 2 站 
此 即 本 = -4 局) 


开 在 标准 正 训 基 得 ，…,eu 下 矩阵 为 翌 = -44 ,其 中 44 为 实 对 矩阵 ， 
从 调 存 在 正 交 阵 了 ,使 


Ah 一 站 
| 5 | 演 | 生 
An 一 由 


高 普 人 代数 题 解 畏 粹 


全 ( 记 … 房 )= (er e) 了 - 的 
由 于 了 是 正 效 竹 ,所 以 启 … 品 也 是 一 组 标准 正 交 基 ,那么 


一 
本 (有 及 ) | | 
一 和 


{31…4 是 实 反对 称 阵 , 实 挨 对称 几 的 特征 值 只 能 是 0 或 纯 虚 数 . 

注 :满足 心 式 的 线性 变换 , 称 为 反对 称 变 核 . 

541 .1 北京 天 学 ,1994 年 ) 设 耻 是 na 维 欧 氏 空 间 ,4 是 了 内 的 线性 变 
换 , 如 果 4 既是 正 交 变换 ,又 是 对 称 变 搞 ,证 明 :4 是 一 个 恒 等 变 搞 . 

证 (1) 先 证 明 :4 是 对 称 变换 二 4 在 任 一 标准 正 交 基 下 的 御 阵 是 对 称 
阵 . 

先 证 必要 性 , 设 4 是 对 称 变换 , 即 

(da 六 =(e 要]， wepET 

任 取 # 的 一 组 标准 正 变 基 ,el,…,e, 设 

由 | = 贞 161 二 二 2 

则 

(ie = 《012 

kei = 二 《= 1 2 

5 

1 

由 地 即 证 4 在 标准 正 交 基 e,…, 习 下 矩阵 4 = (可 jx 是 对 称 阵 . 

再 证 充分 性 , 设 4 在 标准 正 交 基 ai,…,m 下 矩阵 4= ( 邮 )} 是 对 称 阵 ， 


四 的 昌 全 旺 


即 
坷 = 大 【PT=13) 地 
那 (doierj= 本 = 上 =(aydo) 【= 过 
区 月 ， 7 反 TY :县 忆 = 人 立 1 中 中 Bunny 一 1 上 1 十 十 fn 
49， 力 ) = , bc( 如 ua) 


三 ci 习 ? 本 
=【8,47). 
… 凡 是 对 称 变换 . 
(2) 已 知 4 既是 正 交 变换 ;又 是 对 称 变换 , 则 取 了 的 一 组 标准 正 变 基 上 ， 
1 tu; 且 
古人 


高 将 代数 把 种 精粹 


别 妆 既是 正 训 阵 ,又 是 对 称 阵 , 旭 屿 在 基 si…e 下 矩阵 为 斑 , 但 

玉 = 呈 -六 = 玫 . 塌 

由 曲 知 ,4 是 恒 等 变 搞 , 即 42: = 号 ( 恒 等 变 换 ) 

注 : 本 题 附带 证 明了 欧 氏 空间 中 对 称 变 接 在 任 一 组 标准 正 交 基 下 的 矩 
阵 是 实 对 称 阵 ， 

7.{ 华 中 师范 大 学 ,1993 年) 设 六 ,全 是 na 维 欧 氏 空间 的 两 个 线 
性 变换 , 且 有 

《四 由 

证 明 : 在 下 中 存在 正 交 变换 $, 使 9S7 = 歼 . 

证 《1 先生 : 

(ma 78)= (aa 全,VYa8cET 史 

t+)=( 有 na,a) + 《站 有 四 肌 + 下 

导 

ke+ 部 ,Ta+ 有 =( Ta 有 有 + 和 ay 克 疝 + 区 和 ge, 玫 有 ， 国 

由 吃 ,号 ,由 可 证 得 由 . 

《月 证 ; 设 aan 和 册 ,，… 记 是 = 维 欧 氏 空间 中 两 个 向 量 组 , 则 
存在 正 变 变 换 ,e, 使 


ci = 入 人 =1,2 ,有 ) 介 
的 充分 必要 条 什 是 
(atom = (记忆 ) (= 2 有) 必 


先 征 必要 性 , 设 " 是 正 交 变 换 , 且 有 因 式 成 立 , 则 

《 房 ， 呈 1) 忆 (en om)) 一 世人 让- 【7 = 1 2 

再 证 充分 性 设 ma 为 ma，an 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,由 
条 件 全 可 证 丙 ，…, 甩 也 是 启 , 房 ，…, 记 的 极 大 线性 无 关 组 . 

首先 ,因为 好 1 ”让 线性 无 关 ， 下 (ae 天 是， 而 出 曙 知 全 y 
四 到 人 [ar 下， 忆 和 线性 无 美 . 

任 取 品 , 击 于 上 = 疡 4ei, 作 局 = 总 kai 那么 由 回 可 证 得 

( 必 - 呈 二 -中 1) =(a -imo- 衬 ho)=0， 


-六 = 电 训 ， 
由 三 的 任 兰 性， 启 ，… 和 有 为 启 0 的 一 个 根 大 线性 无 关 组 . 
用 施 密 特 正 变化 ,将 aa 正 交 单 位 化 得 旺 ,…,s ，, 则 


kEI 6 


富 总 代 获 三 解 精 韩 


1 ”本 

| “. ocean 
站 后 

仿 [ 轴 和 =) 了 

由 塌 , 宙 可 证 为,… ,市 也 是 正 变 单位 向 量 组 ， 

分 别 将 轧 ，……，,e 和 及 … 间 扩大 为 了 的 两 组 标准 正 交 基 ， 

ElrrEtlE 和 族人 : + 哲 . 

定 多 :YY 一 ,如 下 ,使 

et = 和 《= 1 2 必 

则 可 证 z 为 正 交 变换 ， 

肖 他, 人, 辐 , 力 可 得 

【有 了 = 

ri 一 有 (ii=1.2.…,7). 

有 其 而 三 证 

gas 二 户 , (3= 12 ， 址 ]， 

31 最 后 征明: 存在 正 交 变换 3 ,使 S7 = 亿 . 

取 的 一 组 基 ei,az，……es, 得 下 的 两 个 向 量 组 四 mm 区 a 和 和 屯 ai， 


…: ,由 全 式 有 


《Te T2miyTai) (ij =12，m)》 和 
从 而 由 上 面 (2) 的 充分 性 ,可知 存 在 正 交 变换 5 ,使 
SS To)]= Tai) (= 1 2,… ,nm] 必 


时 eETY, 则 ,= 和 乓 十 十 帮 a 
37 = 吕 SCot+… 二 天 Ta) 
= 下 7 二 
= 了 (GT 
= T2(ay- 
由 = 的 任意 性 ， … 91 = 瑟 . 
753. (哈尔滨 师范 天 学 ) 设 ?是 na 维 欧 氏 空间 站 中 一 个 单位 向 量 , 定 


人 = 一 将 人 世 ) 
证 明 'o 是 第 二 类 (行列 式 等 于 - 1) 的 正 交 变换 . 
证 先 证 e 基 『 的 线性 变 搞 .ee, 有 ET aeE 史 ,由 加 
afao+ 有 sfe+r 由 -2 六 :a+ 风 站 


高 壮 代 表 曙 入 精粹 


= [ae 一 2327,a] 让 二 [ 启 一 并 攻 有) 

= 如 + 上 虽 . 
5 到 = ii- 站 各 ]3= 芽 ea-209:97 叶 = 和 fo) 
4 是 维 性 变换 ， 
出 引 基 单位 向 和 量 , 从 了 出发 扩 妈 为 了 的 一 组 标准 正 交 基 
了 8 
则 由 中 娃 
cj 站 一 2 和 作 和 和 = 一 交 
(ij = 和 一 2 人 人) 人 = 和 3 
人 (了 2 

-1 

其 中 4=| | ,为 正 交 阵 ,- 是 正 交 变换 . 


再 由 于 141= - 1, 所 以 = 是 第 一 类 正 交 变换 ， 
754.( 讲 北大 学 】 设 e 是 n 维 至 氏 空间 了 的 一 个 反对 称 线 性 变换 ,证 


{1yz 天 部 (7 是 便 等 变换 ) 可 道 变换 ; 
(2)rs<ta- 大 ifr+ 了 了) 1! 汶 正 交 变换 ， 
证 【bb 取 了 的 一 组 标准 正 交 基 ei ,……e, 由 本 节 第 7530 题 知 ,7 在 此 组 
基 下 矩阵 为 反对 称 阵 4 ,从 而 =+ 子 在 这 组 基 下 矩阵 为 4+ 天 , 田 于 4 的 特 
征 值 只 能 是 okwE 嘎 )} 形 状 , 上 1 都 不 是 它 的 特征 值 . 
人 下 1 关 和 二 一 百 -二天 个 
从 而 14- 号 1014+ 思 1% 人 即 证 + 上 是 可 遵 变换 . 
(2) 念 下 = (4 百代 有 二 三) 
局 昌 =[( 直 一 下 if4+ 吾 J-114- 吾 Jf4+ 吾 )-1] 
=[(4+ 吾 ) -7 疝 一 目 ) 人 -- 下 1 十 琶 -1i 
= 【一 让 二 加) 一 开 一 凡 一 加 ]( 和 - 瑟 )( 有 二 二 ) -1 
={4- 吾 )- 人 4+ 吾 放生 -下 光 和 十 再 ) 
= 【 几 一 呈 ) 1 民 同 -古人 4 二 吾 人 [ 甫 十 加 -1 
天 囊 . 
即 证 号 为 正 交 阵 , 从 而 (Ce -二 1r+ 关 ) -为 正 交 变换 ， 
3755.[ 中 国 科技 大 学 } 设 是 有 限 维 欧 氏 空间 ,内 积 记 为 (4a ,8 , 设 了 
是 7 的 一 个 正 交 变换 , 记 


高 区 代数 通 草 精 入 


太 = el 了 =z 吕 了 芒 =ja- 下 laE 对 
显 热 同和 力 都 是 的 子 空间 , 试 亚 明 := 人 及 仙 到. 
证 先 证 态 站 及 = 0. 二 
时 GE 八方 太 , 则 = 了 ,we= 有 - 轴 , 有 人 
fa as=ta 有 -了 =(0c, 有 -aa, 了 人) 
= (ae 有 站- (了 ,了 )=(e 朋 -fc 有 = 和 


… 立 = 用 ,好 证 起 

ar-2a=0=rr-7-1(0) ,起 

其 中 了 为 了 的 重 等 变换 . 

驰 =j =- 了)alafETl= 人 -全 人 太 

因为 站 + 用 CF 二 
二 nm 太 + 二 ma = + = 二 


由 全 ,二 ,二 … 和 = 信人 引 六. 

7 站 (浙江 大 学 } 设 矶 是 有 限 维 欧 氏 空间 Y 的 子 室 间 ,WiL 是 及 的 正 
次 外 , 即 了 = 由 四 从 , 定 多 耻 到 帮 的 投影 变换 o 如 于 :对 任意 *ET, 有 >*= 
x+ 和 的 E 拉 ET =xi 证明， 

(luaz 是 了 上 上 的 线性 变换 ; 

{21 是 满足 ,es = ae 的 对 称 变换 . 

证 {1) 时 xx,7 和 让 WE 下, 设 

攻 富 十 25 和 二 下 十 和 

其 中 :wyiE ,sa 所 后 下 

本 +) = +TYI= + 

了 放 ] = 上 = 

即 证 = 是 ?的 线性 变 搞 . 

(2) 吕 x 和 了 ,车 z=si+ia: 其 中 鸭 开 同和 E 卫 , 则 

的 = = 路 

= T， 

WayEYY= 芭 +37=YI+ 科 其 中 放风 和 全 . 

ke = 《+ 《了 = (cy 出 

《TO = (ZI+ 2 = (ED TYayy) = (zl 也 

由 全 , 翅 得 

{ my) = 【YY 

…a 是 对 称 变 换 . 


高 釜 代 数 题 解 精 和 粒 


757.{ 云 南大 学 } 设 xx 基 = 维 欧 氏 空间 的 线性 变换 ,a"* 是 同一 空间 了 


的 变换 , 且 对 Ya,pET 有 


(om ,有 ii=(aic B). 心 

证 明 (1) =“ 是 线性 变换 ， 
《2)5 的 核 等 于 c ”的 值 域 的 正 变 补 ， 
证 (]) 芝 aBE PPYKE 癌 由 必 有 
(ad (fa+ 交 -Ta 有 =(me+ 有 -fanyal-tm 有 =0 四 
由 a 的 任意 性 ,特别 念 
c=d (aa+ 有 -5 aa- 有 
他 式 仍 成 立 , ae=D, 此 邯 
Ta+ 有 =G aa+D 
类 似 可 证 ca (各 )= 各” we， 
5” 是 了 的 线性 变换 . 
(2) 下 证 ae 40) = (由 十 全 
时 Eee If0) ea= 由 
导 本 ”站 和 了 ”由 省 
(ar 有 = (mm 有 =10,8)=0. 地 
由 动 知 we 5 即 set 人工, 此 即 
41f0c0c* 从 二 ， 定 
友之 ,YESEIo 门 TWRBE PP 则 
(只 ,请 ) = (35 BT=D0 地 
由 县 的 任意 性 ,特别 令 B= 中 ,由 加 … 巾 =0. 
人 和 rr TO0) .此 即 【ao 内 工 Co71f0). (人 
由 全 ,加 即 证 ae-100) = (ec* 只) 十， 
758. (聊城 师范 学 院 ) 如果 欧 氏 空间 站 的 线性 变换 了 ,都 有 

(了 ,有 大 =(es)， Ya,pET 全 
则 称 了 为 了 的 对 称 变换 ,证 明 :n 维 欧 氏 空间 Y 的 对 称 变换 ,对 y 中 任 


,都 有 ( ,e 基 0 的 充 要 条 件 是 了 的 特征 稻 全 是 非 仙 实数 ， 

证 由 了 是 对 称 变换 , 取 ?的 一 组 标准 正 交 基 ei ,…,e 且 设 

人 Eee 全 
则 4=4ERmxa. 


针 引 一 YE 十 十 下: 间 二 了 , 令 下 = 【xi ,二 并, 则 
【了 玖 ，o = 【XI 路 | 上 + 320 区 1E1T 十 十 且 E 
二 【人 一 1 


高 敬 代 获 现 ] 解 精 酝 


(oj20ePdE>Oes4d 是 半 正 定 峰 ， 

<4 的 特征 根 都 为 非 负 实 数 e 了 的 特征 根 都 为 非 负 实 数 . 

759. [南京 大 学 }) 设 了 是 欧 氏 空间 ,局 为 了 的 有 限 维 子 空 谭 ,下 中 的 
向 量 Z 不 误 扎 中 , 问 是 否 存 在 古 E 咏 ,使 了 - 瑟 与 五 的 任何 向 量 都 正 交 ? 
如 不 存在 , 举 出 例子 ,如 存在 ,说 骨 理 由 ,并 讨论 其 唯一 性 . 

解 这样 的 2 存在 且 只 一, 下面 给 出 证 明 . 

讽 由 mi = 六 由 题 设 知 r< af 和 否则 不 可 能 有 Ze 三) 取 六 的 一 组 正 交 
基 einver 并 扩大 为 了 了 的 一 组 正 变 基 站 per 则 

一 ai = 下 [ii] 

设 了 = 咒 + 二 ar 十 真 1 十 二 kan 辣 那 冬天 
不 全 为 零 ,现在 念 

0 三 上 CI 十 -… 十 天， 

财 吕 扣 站 , 且 

了 25= 贞 ort1+ 天 as 下， 

骂 = 丰 四 二 

下 证 崔 一 性 ,车 还 存在 刀 E 三 , 设 2 = 力 四 +…+Yya, 且 使 和 艺 - 二 
了 站- 

则 了- 2 = 六 :arr1 二 十 Jen- 

91 

宙 直 ,四 及 表示 法 瞧 一 ,六 = 贞 人 = 1 2 ma) 

.20= 2 

760. 【北京 大 学 ,19%3 年 设 是 mn 维 欧 氏 空间 TY 的 一 个 线性 变换 .Y 
的 线性 变 搞 Pp " 称 为 p 的 伴随 迹 搞 ,如果 

《Pa 有) = (ai (Ba 全 

(1) 设 在 Y 的 一 组 标准 正 变 基于 的 矩阵 为 4, 证 明 :9%* 在 这 级 标准 正 
交 贡 下 的 答 阵 为 4 ; 

{ 轨 证 明 :FF= (9p1(0) 其 中 网 了 为 o 的 值 域 .gp -100) 为 2 的 
核 . 

证 〈 设 san 为 了 的 一 组 标准 正 交 基 , 且 

ge ssy = (eea)4 其 中 4= 【av 

月 设 ws ye = (el en) 太 ,其 中 电 =( 冯 ) 

人 =《 GE 二 GinEny 6 


一 《ep(Eiy 6 站 


南 等 代数 戎 吝 精 灯 


一 fei 
= 人 《EDE 十 起 后 十 十 
= 中 (ii7=1,2， mn， 
有 二- 
{2) 设 ”dp DO)=<m, 枉 取 Pp 100}? 的 一 组 标准 正 变 基 m,…，, eu, 再 


扩大 为 Y 的 一 组 标准 正 交 基 ei pp…anaya has, 则 


池 - 的 ) 到 Kal…:an) (P-LO))= 号 am 


DO … 0 n+ ”ls 
则 porerra| :| | 四 


0 站 用 hn 有 5 mm 


由 {1) 关 
站 …-…--…- 恬 
重 人 
另 《ar os = (ol on 证 和 am+1 
友 19 全 加 


赂 有 E FF 则 辣 =P 有 ,其 中 EY, 列 

由 = CI 二 十 cue ， 

吧 (的 = 上 轴 ” (aa 

由 号 知 ,多 (全 乓 二 (omyi an) 有 ELaasi yan)=(t pt0))L. 
此 即 wp YC(CP HHO))， 二 
直 np 了 Y= 秩 吕 = 秩 机 = 直 mp=mz- dap-10)= dnfop10)) -1 二 
由 思 ,加 即 证 w"F={p-I(0))-. 

61.( 出 东 师 范 大 学 ) 已 知 了 为 欧 氏 空间 ”的 对 称 变 搞 ,求证 : 7Y 是 


7- 0) 的 正 交 补 ， 


证 下 证 [了 -MO)]L = 所 色 
昨 肋 人 有 ,8ET IO 则 弄 =， 

【和 ,有 =(a, 玖 )=fa0) =0. 

-用 上 上 0) ,此 即 徐 生 [7 了-170)]， 

TYCE[T -TO0)] 二 . 凤 
mVY =- 由-100) = 直 n[7T-HO0] .二 

由 鲜 , 由 即 证 郊 =[700)]-， 

762.( 这 宁 大 学 1 若 王 阶 方 阵 4 满足 44 = 44, 称 4 为 正规 阵 , 证 明 : 


高 莓 代数 题解 精粹 


4 为 正规 阵 的 充 槛 条 件 是 4 与 对 角 阵 酉 相似 ， 


{ 安 ] ， 


Cn) 


证 先 证 充分 性 , 设 有 本 矩阵 局 ,使 

Di14D = 有 

其 中 有 为 对 角 阵 , 刚 8B' = 另 有 . 

Br = 了 4 

品 百 = DA. 

由 钨 , 国 , 轩 即 证 44 = 44, 即 4 为 正规 阵 . 

再 证 必要 性 ,用 数学 好 纳 法 证 , 当 nm= 1 时 ,结论 显 扒 成 立 ， 
归纳 假设 结论 对 m- 1 成立, 再 证 n 时 . 

设 略 为 几 的 一 个 特征 昔 , 取 立 ] 为 册 ] 福 应 的 单位 特征 同 是 , 令 臣 一 
en 为 酉 垂 阵 ( 妈 从 wa 扩充 为 @ 的 一 组 标准 正 效 基 ai ,os,…， 
则 


折 的 优 己 


4 = [) 辣 = 册 岛 
其 中 ma = (ce 由 4 正规 阵 , 可 第 得 4 也 是 正规 阵 , 即 
1 = 骨 下 地 
由 他 有 
人 全 

也 ' 厂 = 万 并 地 
由 全 有 om = …c = 避 

去 和 
基 Ms| 加 巧 二 国 


h 、 
| …. | 败 
| 


严 4 = [。 ec 押 纺 为 西 抹 阵 ， 
令 U= 而 呈 , 则 了 为 枉 矩 阵 , 且 


4 
ER 
儿 


其 中 心太 为 4 的 全 部 特征 值 
763.{ 武 汉 大 学 ) 证 明 : 正 交 阵 4 西 相似 于 对 角 阵 , 且 对 角 线 元 囊 为 


商 等 代数 题解 畏 灯 


] ,一 1 或 eos8+sing. 

证 …4 本 = 机 4= 旦 ,所 以 4 为 正规 阵 , 由 上 题 知 存在 ” 阶 本 矩阵 了 ， 
司 

41 

rrr| …. | 

而 正 交 阵 是 西 矩阵 ,其 特征 值 的 模 等 于 1, 所 以 六 =1 -1 或 caeg+ 
41 蝇 . 

7 厅 .({ 者 旦 太 学 ) mxrm 实 矩阵 和 下 , 证 明 :4 和 下 实 相似 的 充 槛 条件 
是 复 相似 ， 

证 ”必要 性 显然 . 

下 证 充分 性 , 设 4 与 中 复 相似 , 即 存在 复 可 逆 阵 了 = 时 + 这, 使 了 -147 
= 甩 . 中 

其 申 时 和 号 都 是 崔 实 方 阵 ,由 心 有 

7= 开 , 此 即 4+ = ji 五 (全 

由 斧 得 

= 形 晤 ,4 用 = 月 下. {3 


因为 1 了 1= 1 村 + 研 | 关 人 和, 故 1 时 + :| 不 是 零 索 项 式 , 它 在 复数 域 上 仅 
有 有 限 个 根 , 从 而 存在 实数 a, 使 | + apizF0, 令 P= 寻 +ag, 则 己 是 实 可 
道 阵 , 吾 由 的 有 

= 困 +ad 王 = 本 + 有 = 开眼 -14P= 感 . 

7 朱 . 日 本 早 称 田 大 学 ) 设 4= (ai) 为 复 nxnm 矩 阵 . 

1) 证明; 五 = 44d 是 厄 米 特 和 阵 ; 

(20 证明: 豆 的 特征 值 全 非 负 ， 

人 3) 设 44 = 4 出 ,这 时 落选 适当 酉 短 阵 局 , 则 另 知 也-145 = AAA 为 对 
角 阵 ) , 现 使 用 这 一 结论 证 明 : 设 4 的 特征 值 为 1 ,…,， , 则 等 式 

衬 验 = 立 Ion 

成 立 

证 (1U 环 =(44) =44= 旦 … 玫 是 尼 米 给 阵 . 

(21 设 4 为 下 的 特征 值 , 其 相应 单位 特征 向 量 为 凡 则 哄 = 18， 中 

及 = 44 ,那么 令 角 =17s》 

序 妥 = 84 月 = ( 朋 ) = 12+ 二 上 办 村 六 四 

另 .- 方 面 由 心 有 


南 壮 代数 是 藤 精 粒 


Bi 有 = PhMp=ABR=A18P=A. 号 
由 忆 , 动 有 43 
(3) 由 已 知 条 件 知 


对 
-147 1 < ， 


4=1 


4 
1 国庆 末 出 几 二 和 “- = 之 23. 
中 5 
1 


766. (日 本 大 孤 府 立夫 学 }】 有 两 个 厄 米 特 托 阵 4 和 如 ,使 48= 出 成 
辫 的 充分 必要 条 件 是 有 在 一 个 消 憩 阵 也, 司 六 | = 已 -40 As = 呈 157 为 
对 角 阵 . 

证 ” 先 证 充分 性 . 设 存 西 憩 阵 !, 使 


Ai 上 1 
ou “-. em ， 
Pi 
415 
:oor| | 王 4 


4 = 型 ， 
再 证 必要 性 .市 =4,…4 机 = 下 4= 虹 , 即 让 为 正规 阵 , 从 而 存在 丁 
征 阵 芳 ,使 


Re 


和 攻 a1 
| Se | 心 
Fu 
其 中 辐 + =m 南 名 = 剖 ， 
《BE) 已 


市 将 代 数 题 解 精 粹 


由 全 ,四 可 得 


怒 
人 -| | 
召 


下 = 旦 可 对 角 化 , 且 总 = 辟 习 = 1,2,…，,s, 从 而 器 可 对 色 


化 ， 
存在 本 此 阵 , 睹 ; 使 
机- 司 遇 | = 员 ( 对 有 角 阵 ) 让 = 12, 下 
好 
令 oo] 和 ja 严 为 na 阶 本 拭 阵 , 且 
叶 ， 
到 
号 | 人 | 内 2 
各 
为 对 角 阵 , 令 f= 包 瑟 : 巾 蕊 是 两 个 西 给 阵 之 积 , 为 商 和 矩阵 , 且 
站 1 瑟 。1 
oo-| 0 | 
1 瑟 ， 
厅 1 
7 的 .[ 讲 南大 学 } 设立 是 西 空间 了 的 一 个 线性 变换 ,证明 : 下 面 四 赴 命 
王 互 相等 价 . 
{1) 了 是 相 变 换 ; 
{22 了 是 同 构 映 射 ; 


(3 如果 ep… 是 标 礁 正 变 基 ,那么 从 | ，…, 中 ,也 是 标准 正 交 基 ; 
4) 在 任 一 角 标 准 正 变革 下 的 矩阵 为 本 抵 阵 . 
“1313) 设 了 是 西 变换 , 叶 

(全 ,了 丽 ) = (eaB We 有 GT， 

取 后 en 为 了 的 一 组 标准 正 交 节 , 卫 

了 ee 

字 4= [44 为 4 的 列 向 量 , 由 中 有 

(Fe 芍 )=(ee)= 1 巧 
… 禾 ] 人 ,也 是 标准 正 变 基 . 

(3)-:(4) 任 取 了 的 一 组 标准 正 变 基 oa 用 (3 郑 了 ,入 


高 车 代数 题 朋 精 往 


也 是 标准 正 交 基 , 且 
了 (oo = 【 训 an 且 . 由 
仿 且 ={(B， 是 ), 其 由 吾 为 列 向 量 . 
人 
78= (7 =to 记 坊 
由 马 知 中 为 理 矩 阵 . 
(44 一 (2)), 取 了 的 一 组 标准 正 误 基 e，…,e, 设 
2 地 
由 (4) 知 咏 为 桂 矩 阵 , 令 记 =【 ,也 ), 其 中 心 为 列 向 是. 
Ce 
(RD 了 TD=| We 四 


由 已 并 下 …, 下 。 为 标准 正 蛮 基 . 

由 于 也 是 配 矩 阵 ,…1DE= +1; 忆 可 递 ,…7 了 是 到 站 的 双 射 . 
避 呈 有 EYE 则 

=feEieujx: 有 = (Eees)]y 

了 =[Te 人 名 )]s=fe eof pe) 

阳 = (ee 及 

= 有 = 了 + 

了 开店) = Te 和 ED = CE 


提 乓 


由 二 ,二 
{ 和, 天 ) = (PPpy) = xi7y， 
(er 月 ) = 于. 


(了 ,及 )=(a 有 ,YeyBE7Y. 

综 上 所 述 了 是 ?的 同 梅 映射 . 

2) 一 (1) 设 了 是 了 的 同 构 映 射 , 从 而 有 辐 式 成 立 , 所 以 了 是 本 变换 ， 

7 铝 . [北京 航空 航 志 坟 学 } 试 证 :* 维 欧 氏 空间 的 内 积 是 一 个 双 线 性 
罗 数 . 

和 证: …(a, 有 六 是 耻 上 一 个 二 元 芽 数 ,上 站 ae, 遍 , 房 后 站 机， 可 区 灵 

ta 上 月 + 和 让 e+ifCe 有 

(后 癌 二 关羽 ,o= 下 (有 aa)+ 相 (成 ,e). 

fa 及 是 一 个 双 线 性 画 数 . 


1 0 1 
765.( 北 京 尖 学 ,1999 年 ] Rs 由 LE 昨 4 站 -| 
1 2 


评 葡 代数 国 解 畏 和 粹 


( 卜 兰 4 有 是否 为 正定 阵 ,要 求 写 出 理 册 

(2) 设 了 是 实数 域 上 的 3 维 线性 空间 ,Y 上 的 一 个 双 线 性 隔 数 六 ae,B) 
在 的 一 个 蕾 aiyaasyo 下 的 度量 乍 阵 为 4, 证 上 明 :; 六 aa,B) 是 下 的 一 个 肉 积 ; 
着 且 求 出 了 对 于 这 个 内 积 所 成 的 欧 氏 空间 的 一 个 标准 正 交 基 ， 

解 ”(]) 实 对 称 阵 4 的 三 个 顺序 主子 式 为 人 = 1 > 全; =6> 人 和 ;=2 
>0,…4 为 正定 阵 ， 

{2]) 任 取 有 = (aiyaayas)w 启 =falasyasj7yyy= (ayaavyaszET， 
如 天 和 大. 

1 起 用 ,B)=2dy = 和 = 所 记 , 有 ) 

2) 扎 本 | 有) = [种 ]4yr = 站 34y = 条 (有 ,应 )， 

呈 成 房 + 记 ,= (zy Yo 屿 = 所 用: 二 大 巨人. 

4 所 记 , 有 ) 三 drD … 正定 ) 

斤 月 有 = 04drPDex=0c3 有 =0， 

… 乒 ay 有 是 下 的 肉 程 ， 

令 rz= xi) 那么 

后 

=《 寻 +2x1353+ 妇 ) + 类 一 2x4f2xo) 十 4 人 十 22 


二 【多 1 十 5 和 十 《 242 一 3 关上 二 28 


9 ] 1 攻 ] 
:| 2 - 目 由 /= 评 + 天 + 到 . 
33 0 .2 0 323 
xi 10141 9175 1 0 1 7 
人 可 人 s 才 圈 
3 D 2 0 扫 0 自 3 
1T 人 必 I 
rar<e3 rr 。 2 -| 
0 而 0 
令 【和 3) = (yeyay7, 则 >， 六 ,7 就 是 Y 的 … 个 标准 正 交 
基 . 因 为 设 站 aa, 中) 在 Yi 和 关 : 为 下 年 阵 吾 , 刚 
上 = 了 = 硬 . 
720.[( 华 中 师范 大 学 ,2002 年 ) 设 aoaetfl<s<n 是 m 维 欧 氏 
宇 间 7 的 个 单位 正 变 向 最 组 成 的 向 量 组 . 
隐 = il + 和 


高 千代 数 题 解 精 御 


(+ 证 明 :多 是 欧 兵 空间 Y 的 子 宗 间 ; 

[2) 求 下 的 基 与 维 数 ; 

《3) 求 四 的 正 变 补 ， 

解 《1)0= 人 ol3+0'ea+…+0cE 椒 ,，… 多 非 空 ， 
史 朋 ,arE 仇 ,YE 及, 则 


=- 和 at + ,其 中 六 不 =0， 


= ai+ 和 + io 其 四 2 

有 +g=fi+N)aif+…d+T( +C)a 其 中 

疡 (有 + 有 =0 …B+oE 惠 . 

= 套 1al +…+ 起 袍 ;其 中 

衬 希 = 5 用 = 和 .种 E 肝 . 

此 即 证 ” 丈 有 是 T 的 子 空间 . 

(2 一 03 一 os 息 环 ， 

再 证 它们 线性 无 关 , 令 

忆 faz 一 oa) + 和 0 一 下 二 二 (一人 = 站， 

人 上 生灵] 十 点 3 二 3 十 ”十 天 十 【 芝 品 - 后 一 … 一 al = 站 

= 

必 且 E 下 ,可 证 有 能 册 oa -= ayas- ol ay- 线 人 性 者 出 ,事实 上 设 久 
= 和 eat 和 at + cy 则 袜 丘 =0. 

四 = 和 和 ea 一 ai)+… 二 而 (eq 一 ai)+[( 和 十 十 十 大 Ja 

一 下 人) 十 二 

绽 上 得 证 允 一 Clveas 一 Cr 一 站 | 为 下 的 一 组 基 

En 人 色 =-1. 

(3 用 schmimg 方法 , 特 ez - alyas - za- 正 变 化 得 到 sj ,…， 
si, 则 本 = LE 5 1). 再 将 它 护 太 为 Y 的 一 组 正 变 基 ,El，…,e，_ 1，e， 
…E 则 

要 上 = 工 (e ee )， 

771.【 华 中 师范 大 学 ,2002 年 设 el,eo,e3 是 数 域 P 上 线性 空间 了 的 
一 组 基 , 太 , 户 , 太 是 ，sa,63 的 对 侦 基 , 令 

加 一 E1 十 上 2 十 CT EEC 一 上 上 3 


1) 证明 ,ai,azyas 是 的 基 ; 


